
OMTENTAMEN I VEKTORANALYS

SI1146 och SI1140 Del 1, VT17

Onsdagen 16 augusti 8:00-13:00

Anteckna p̊a varje blad: Namn, utbildningslinje, årskurs och problemnummer.
Till̊atna hjälpmedel: Formelblad som delas ut. Räknedosa ej till̊aten!
Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)
Bonuspoängen fr̊an kursomg̊angen VT17 adderas till första uppgiften, dock max 6
poäng totalt.
Lösningar: Kommer att finnas p̊a KTH canvas (Extentor).
Poäng: Varje uppgift kan ge 6 poäng. Betygsgränsarna finns p̊a KTH social (kurs-PM).
Motivera utförligt! Otillräckliga motiveringar kan medföra poängavdrag.

Notation: (x, y, z) är kartesiska koordinater, och r = xex + yey + zez är ortsvektorn.
(ρ, θ, z) är cylinderkoordinater definierade genom x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z. (r, θ, ϕ)
är sfäriska koordinater definierade genom x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ.

1. (a) En cirkulär strömslinga med radien R och strömstyrkan I befinner sig i xy-
planet i magnetfältet B = (B0x, 0, 0). Bestäm kraften F p̊a strömslingan. (B0 och
I är konstanter.)

Ledning: F = I
∫
C
dr×B där C : r(t) = R(cos t, sin t, 0) med t fr̊an 0 till 2π.

(b) Bestäm funktionen f(ρ) s̊a att rot(f(ρ)eϕ) = ρez och f(R) = 0 där R > 0 är
en konstant. (3+3p)

2. (a) Beräkna integralen ∫∫
©
S

(a× r)× dS

där a är en konstant vektor och S begränsningsytan till en kropp med volymen V .

(b) Beräkna cirkulationen av vektorfältet

B =
1

[(x− 2)2 + (y − 3)2]
[(y − 3)ex − (x− 2)ey]

omkring cirkeln x2 + y2 = 16 (valfri orientering). (3+3p)

3. (a) f, g är skalärfält och A är ett vektorfält. Är följande p̊ast̊aende korrekt? Om
ja, bevisa det. Om inte, rätta till det och bevisa det rättade p̊ast̊aendet.

(i) div(f grad g − g grad f) = 0 om ∆f = f och ∆g = g

(ii) A× (∇×A) är lika med ∇(A ·A) + (A · ∇)A

(b) Beräkna div((r× a)× r) där a är en konstant vektor. (4+2p)
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4. Paraboloidala koordinater (u, v, ϕ) är ortogonala och definieras av ekvationerna

x = uv cosϕ, y = uv sinϕ, z =
1

2
(u2 − v2),

och skalfaktorerna är hu = hv =
√
u2 + v2, hϕ = uv.

(a) Visa att vektorfältet F =
√
u2 + v2(ueu + vev) är konservativt, och bestäm en

skalärpotential till F.

(b) Visa att vektorfältet B = (u − v)eϕ har en vektorpotential. Bestäm en
vektorpotential A till B som uppfyller eϕ · A = 0. Ledning: Gör ansatsen
Au = Av = a(u2 + v2)b. (3+3p)

5. Maxwells ekvationer kan skrivas som

∇ · E = ρ, ∇ ·B = 0, ∇× E = −1

c

∂B

∂t
, ∇×B = J +

1

c

∂E

∂t

där E är elektriska fältet, B magnetfältet, J strömtätheten, ρ laddningstätheten,
och c ljusets hastighet.

(a) Visa att energitätheten u = 1
2
(E2 + B2) och Poyntings vektor S = cE × B

uppfyller kontinuitetsekvationen

∂u

∂t
+∇ · S = κ

med en viss källtäthet κ som skall beräknas.

(b) Visa att, om J = 0 och ρ = 0, s̊a uppfyller Poyntings vektor S en kontinuitets-
ekvation

∂Si
∂t

+ ∂jTij = 0

där Tij definierar en tensor av ordning 2 som skall bestämmas (Si är komponenterna
av S i ett kartesisk koordinatsystem). Ledning: Kom ih̊ag uppgift 3(a)(ii). (6p)

6. Hastighetsfältet u hos en orkan uppfyller div u = 0 och rot u = w med virvel-
styrkan w = f(ρ)ez, där f(ρ) = w0/(R

2π) om 0 ≤ ρ < R och f(ρ) = 0 om ρ > R;
R > 0 och w0 är konstanter. Beräkna u! Ledning: Gör ansatsen u = uϕ(ρ, ϕ, z)eϕ.
(6p)

LYCKA TILL!
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Formelblad Vektoranalys

Följande formler gäller i ett ortogonalt, kroklinjigt koordinatsystem med koordina-
terna u1, u2, u3, basvektorerna e1, e2, e3 och skalfaktorerna h1, h2, h3 :

• dr = h1 du1 e1 + h2 du2 e2 + h3 du3 e3

• gradφ =
1

h1

∂φ

∂u1
e1 +

1

h2

∂φ

∂u2
e2 +

1

h3

∂φ

∂u3
e3

• divA =
1

h1h2h3

[
∂

∂u1

(
h2h3A1

)
+

∂

∂u2

(
h3h1A2

)
+

∂

∂u3

(
h1h2A3

)]

• rotA =
1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h1e1 h2e2 h3e3

∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂u3

h1A1 h2A2 h3A3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
• div gradφ =

1

h1h2h3

[
∂

∂u1

(h2h3
h1

∂φ

∂u1

)
+

∂

∂u2

(h3h1
h2

∂φ

∂u2

)
+

∂

∂u3

(h1h2
h3

∂φ

∂u3

)]

där A1, A2 och A3 är de kroklinjiga komponenterna av vektorfältet A,

A = A1 e1 + A2 e2 + A3 e3.

Specialfall

Cylinderkoordinater: hρ = 1, hϕ = ρ, hz = 1.

Sfäriska koordinater: hr = 1, hθ = r, hϕ = r sin θ.

ε-δ-relationen (tensornotation)

εijkεk`m = δi`δjm − δimδj`

Stokes sats (tensornotation)∫∫
S

εrst
∂Ajk...
∂xt

dSs =

∮
C

Ajk...dxr

Gauss sats (tensornotation)∫∫∫
V

∂Ajk...
∂xi

dV =

∫∫
©
S

Ajk...dSi
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Lösningsföreslag tentamen SI1146 och SI1140 Del 1, 16 augusti 2017

1. (a)

F = I

∫ 2π

0

dtR(− sin t, cos t, 0)×B0R(cos t, 0, 0) = IB0R
2

∫ 2π

0

(0, 0,− cos2(t))dt

= −IB0R
2π(0, 0, 1)

(b)

rot f(ρ)eϕ =
1

ρ

∣∣∣∣∣∣
eρ ρeϕ ez
∂ρ ∂ϕ ∂z
0 ρf(ρ) 0

∣∣∣∣∣∣ = ez
1

ρ
∂ρ(ρf(ρ)) = ρez

⇒ ∂ρ(ρf(ρ)) = ρ2 ⇒ ρf(ρ) =
1

3
ρ3 + c

där c är en integrationskonstant. Detta ger f(ρ) = (1/3)ρ2 + c/ρ, och f(R) =

(1/3)R2 + c/R = 0 ger c = −(1/3)R3. ⇒ f(ρ) = (1/3)[ρ2 −R3/ρ] .

2. (a)

ei ·
∫∫
©
S

(a× r)× dS =

∫∫
©
S

εijk[a× r]jdSk

=

∫∫∫
V

∂kεijk[a× r]jdV =

∫∫∫
V

∂kεijkεjlmalxmdV =

∫∫∫
V

εijkεjlk︸ ︷︷ ︸
=−εijkεljk=−2δil

aldV

= −2aiV = ei · (−2aV )

⇒ Svar: ∫∫
©
S

(a× r)× dS = −2aV

(b) Med variabelbyte x− 2 = u, y − 3 = v blir cirkulationen∫
C

vdu− udv
u2 + v2

där C är kurvan (u + 2)2 + (v + 3)2 = 16. Detta är en standardintegral i kursen
som löstes flera g̊anger under kursens g̊ang med olika metoder. Kurvan omsluter
origon u = v = 0, och integralen har samma värde −2π för alla linjer som omsluter
u = v = 0. (Valfri orientering betyder att svaret 2π är ocks̊a OK.)

(Ett sätt att visa detta är följande: Integralen kan beräkna med variabelbyte
u = ρ cosϕ, v = ρ sinϕ där ρ = ρ(ϕ), och detta ger∫
C

vdu− udv
u2 + v2

=

∫ 2π

0

ρ sinϕdρ cosϕ− ρ cosϕdρ sinϕ

ρ2
= (· · · ) = −

∫ 2π

0

dϕ = −2π

(där dρ cosϕ = ρ′(ϕ) cosϕdϕ− ρ(ϕ) sinϕdϕ osv.) oberoende av ρ(ϕ). )
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3. (a) (i)

div(f grad g − g grad f) = ∂i(f∂ig − g∂if)

= (∇f) · (∇g) + f ∆g︸︷︷︸
=g

−(∇g) · (∇f)− g ∆f︸︷︷︸
=f

= 0

⇒ P̊ast̊aendet är sant

(ii)

[A× (∇×A)]i = εijkAjεklm∂lAm = (δilδjm − δimδjl)Aj∂lAm

= Aj∂iAj − Aj∂jAi =
1

2
∂i(AjAj)− (A · ∇)Ai = [(1/2)∇(A ·A)− (A · ∇)A]i

⇒ P̊ast̊aendet är inte sant. Sant är

A× (∇×A) =
1

2
∇(A ·A)− (A · ∇)A

(b)

div((r× a)× r) = ∇ · (a(r · r)− r(r · a))

= ∂i(aixjxj − xiajxj) = 2aixi − 3ajxj − xiai = −2aixi = −2a · r

4. (a) F konservativ ⇔ det finns Φ: F = grad Φ

F = grad Φ =
1

hu
∂uΦeu +

1

hv
∂vΦev +

1

hϕ
∂ϕΦeϕ =

√
u2 + v2(ueu + vev)

ger

1

hu
∂uΦ =

1√
u2 + v2

∂uΦ =
√
u2 + v2u⇒ Φ =

1

4
(u2 + v2)2 + c1(v, ϕ)

1

hv
∂uΦ =

1√
u2 + v2

∂vΦ =
√
u2 + v2v ⇒ Φ =

1

4
(u2 + v2)2 + c2(ϕ)

1

hϕ
∂ϕΦ = 0⇒ Φ =

1

4
(u2 + v2)2 + c3

⇒ Φ = (1/4)(u2 + v2)2 är en potential till F, och det visar att F är konservativ.

(b) Aϕ = 0 ger

B = rot A =
1

(u2 + v2)uv

∣∣∣∣∣∣
√
u2 + v2eu

√
u2 + v2ev uveϕ

∂u ∂v ∂ϕ√
u2 + v2Au

√
u2 + v2Av 0

∣∣∣∣∣∣
=

1

(u2 + v2)uv

(
−
√
u2 + v2eu∂ϕ(

√
u2 + v2)Av) +

√
u2 + v2ev∂ϕ(

√
u2 + v2)Au)

+ uveϕ(∂u(
√
u2 + v2)Av)− ∂v(

√
u2 + v2)Au))

)
= (u− v)eϕ
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⇒ ∂ϕAu = ∂ϕAv = 0

1

u2 + v2
∂u(
√
u2 + v2)Av) = u,

1

u2 + v2
∂v(
√
u2 + v2)Au) = v.

Ledningen ger

1

u2 + v2
∂ua(u2 + v2)b+1/2 = a(2b+ 1)(u2 + v2)b−3/2u = u

1

u2 + v2
∂va(u2 + v2)b+1/2 = a(2b+ 1)(u2 + v2)b−3/2v = v

dvs b = 3/2, a = 1/4.

Svar: A = 1
4
(u2 + v2)3/2(eu + ev) är en vektorpotential till B.

5. (a)

∂tu = E · ∂tE + B · ∂tB = E · (c∇×B− cJ) + B(−c∇× E)

= c(εijkEi∂jBk − εijkBi∂jEk)− cE · J = cεjik(−Ei∂jBk −Bk∂jEi)− cE · J
= −∂j cεjikEiBk︸ ︷︷ ︸

Sj

−cE · J = −∇ · S− cE · J

dvs. κ = −cE · J v.s.v.

(b) Med J = 0 och lösningen till 3(a)(ii)

∂tS = c(c∇×B)×B + cE× (−c∇× E) = −c2(B · (∇×B) + E · (∇× E))

= −c2((1/2)∇(E · E)− (E · ∇)E + (1/2)∇(B ·B)− (B · ∇)B)

dvs., p.g.a. ∂kEk = ρ = 0, ∂kBk = 0,

∂tSi = −c2[(1/2)∂i(E
2 + B2)− Ek∂kEi︸ ︷︷ ︸

∂k(EiEk)

− Bk∂kBi︸ ︷︷ ︸
=∂k(BiBk)

] ≡ −∂kTik

där

Tik = c2
(

1

2
(E2 + B2)δik − EiEk −BiBk

)
v.s.v.

6. (Obs att det är samma matematiska problem som E10.2 men lättare p.g.a. lednin-
gen (B↔ u, j↔ w). Lösningsföreslaget här är kortfattad, men det finns en mer
detaljerad lösning av E10.2 p̊a kurshemsidan.)

Med ledningen,

div u =
1

ρ
∂ϕuϕ = 0

rot(u) =
1

ρ

∣∣∣∣∣∣
eρ ρeφ ez
∂ρ ∂φ ∂z
0 ρuφ 0

∣∣∣∣∣∣ = −eρ∂zuϕ +
1

ρ
ez∂ρ(ρuϕ) = w = f(ρ)eρ
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⇒ ∂ϕuϕ = ∂zuϕ = 0 och (1/ρ)∂ρ(ρuϕ) = f(ρ). Detta ger uϕ = g(ρ) där

∂ρ(ρg(ρ)) = ρf(ρ)⇒ g(ρ) =

{
w0

2R2π
ρ+ c1/ρ 0 ≤ ρ < R

c2/ρ ρ > R

med integrationskonstanter c1,2. Kraven att g(0) <∞ ger c1 = 0. Kraven att g(ρ)
är kontinuerligt vid ρ = R ger w0/2Rπ = c2/R ⇒ c2 = w0/2π.

Svar:

u = g(ρ)eϕ, g(ρ) =

{
w0

2R2π
ρ 0 ≤ ρ < R

w0

2πρ
ρ > R
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