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Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)

Bonuspoangen fran kursomgangen VT17 adderas till forsta uppgiften, dock max 6
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Losningar: Kommer att finnas pa KTH canvas (Extentor).

Poang: Varje uppgift kan ge 6 podng. Betygsgrinsarna finns pa KTH social (kurs-PM).
Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medfora poangavdrag.

Notation: (z,y,z) ar kartesiska koordinater, och r = ze, + ye, + ze, ar ortsvektorn.
(p, 0, z) ar cylinderkoordinater definierade genom = = pcosp, y = psiny, z = z. (r,0,p)
ar sfariska koordinater definierade genom x = rsinf cos ¢, y = rsinfsiny, z = rcos¥f.

1. (a) En cirkulér stromslinga med radien R och stromstyrkan [ befinner sig i zy-
planet i magnetfiltet B = (Byz,0,0). Bestam kraften F pa stromslingan. (By och
I &r konstanter.)

Ledning: ¥ = I [, dr x B dér C : r(t) = R(cost,sint,0) med ¢ fran 0 till 2.
(b) Bestdm funktionen f(p) sa att rot(f(p)e,) = pe, och f(R) =0 dér R > 0 &r

en konstant. (3+3p)
#(a X)X dS

S

2. (a) Berdkna integralen

dar a ar en konstant vektor och S begransningsytan till en kropp med volymen V.

(b) Berékna cirkulationen av vektorfaltet

1

omkring cirkeln z? + y* = 16 (valfri orientering). (3+3p)

3. (a) f,g ar skalarfilt och A &r ett vektorfalt. Ar foljande pastaende korrekt? Om
ja, bevisa det. Om inte, ratta till det och bevisa det réittade pastaendet.

(i) div(fegradg —ggrad f) =0 om Af = f och Ag=g
(i) A x (V x A) ar lika med V(A-A)+ (A-V)A

(b) Berdkna div((r x a) x r) dér a &r en konstant vektor. (4+2p)
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4. Paraboloidala koordinater (u,v, ) ar ortogonala och definieras av ekvationerna

1
T =uvcosyp, y=uvsing, z= §(u2 —v?),

och skalfaktorerna ar h, = h, = vVu? +v?%, h, = uv.

(a) Visa att vektorfiltet F = v/u? + v?(ue, + ve,) ar konservativt, och bestdm en
skalarpotential till F.

(b) Visa att vektorfiltet B = (u — v)e, har en vektorpotential. Bestdm en
vektorpotential A till B som uppfyller e, - A = 0. Ledning: GOr ansatsen
Ay = A, = a(u® + ). (3+3p)

5. Maxwells ekvationer kan skrivas som

10B 10E
-E = -B=0 E=—— B=J+-——
\Y p, V , VX e V X + -y
dar E ar elektriska faltet, B magnetfaltet, J stromtatheten, p laddningstatheten,

och c ljusets hastighet.

(a) Visa att energititheten u = 3(E? + B?) och Poyntings vektor S = cE x B
uppfyller kontinuitetsekvationen

ou
E—FV'S—F&

med en viss kalltathet x som skall beraknas.
(b) Visa att, om J = 0 och p = 0, sa uppfyller Poyntings vektor S en kontinuitets-
ekvation 95

E—f-ajTij:O

dér T;; definierar en tensor av ordning 2 som skall bestdmmas (.S; &r komponenterna
av S i ett kartesisk koordinatsystem). Ledning: Kom ihag uppgift 3(a)(ii). (6p)

6. Hastighetsfiltet u hos en orkan uppfyller divu = 0 och rotu = w med virvel-
styrkan w = f(p)e., diar f(p) = wo/(R?m) om 0 < p < R och f(p) =0 om p > R;
R > 0 och wy &r konstanter. Berdkna u! Ledning: Gor ansatsen u = u,(p, ¢, 2)e.,.
(6p)

LYCKA TILL!



Formelblad Vektoranalys

Foljande formler galler i ett ortogonalt, kroklinjigt koordinatsystem med koordina-
terna wuy, ug, us, basvektorerna eq, es, es och skalfaktorerna hq, ho, h3:

o dr = hl du1 e + hz du2 ey + hg du3 €3

1 0¢ 1 0¢ 1 0¢
gradgb—hlalel—i-hZaz +h38u365

1 [0 0 0
ivA = hahsA —(hsh1 A hiho A
o div Il aul( 2l 1)4—(9 (hshiAz) + au3< 1haAs)
h161 h2€2 h3€3
1 0 0 0
tA=
* o h1h2h3 (9u1 811,2 6U3
hlAl h2A2 h3A3

_ 1 0 (haohs O¢ 0 (hshy O¢ 0 (hihy 09
dlvgrad¢ n hthhg |iau1( hl 8u1) + 8U2< hg 8U2> + 8U3< hg 8U3>

dar Ay, As och As ar de kroklinjiga komponenterna av vektorféltet A,
A:A161 +A2€2+A3€3.
Specialfall

Cylinderkoordinater: h, =1, h,=p, h,=1.
Sfariska koordinater: h, =1, hg=1r, h,=rsinb.

e-0-relationen (tensornotation)
€ijk€ktm = iﬂéjm - 5im5je

Stokes sats (tensornotation)

/ / emaAﬂ’“ “dS, = 7{ Ajp.. d,
C

Gauss sats (tensornotation)

0A,.

Tk g Ajp...dS,

i
S



Losningsforeslag tentamen SI1146 och SI1140 Del 1, 16 augusti 2017
1. (a)

2w 2
F = I/ dtR(—sint, cost,0) x ByR(cost,0,0) = IBORz/ (0,0, — cos®(t))dt
0 0

=|—IByR*7(0,0,1)

(b)

1€ rep e 1
ot f(ple, =—| 08, 0, 0. |=e.~0,(pf(p)) = pe.
P10 pflp) 0 P
1
= 0,(pf(p)) = p* = pf(p) = 59" +c

3
dar ¢ ar en integrationskonstant. Detta ger f(p) = (1/3)p? + ¢/p, och f(R) =

(3R +c/R =0 ger e = ~(1/3)R%. = | f(p) = (1/3)|" — B*/p]|

2. (a)

e; - #(a Xr)xdS= ﬁeijk[a X r];dSy
S S
= // 0keijk[a X I‘]jdv = // Okeijkeﬂmal:vde = /// €ijk€jlk aldV
1% 1% 1% S——

=—€jjk€ljk=—20;

= —QCLZV =€; - (—2aV)

= Svar:

#(a Xr)XxdS=-2aV
S

(b) Med variabelbyte x — 2 = u, y — 3 = v blir cirkulationen

/ vdu — udv

o u?+v?

dar C ar kurvan (u + 2)? + (v + 3)? = 16. Detta ar en standardintegral i kursen
som lostes flera ganger under kursens gang med olika metoder. Kurvan omsluter

origon u = v = 0, och integralen har samma varde —2x for alla linjer som omsluter
u=wv = 0. (Valfri orientering betyder att svaret 2 ar ocksa OK.)

(Ett sétt att visa detta ar foljande: Integralen kan berikna med variabelbyte
u = pcosp, v=psinp dir p = p(p), och detta ger

vdu — udv T psin pdp cos @ — pcos pdpsin 27
_— = = (- .. ) = — dgp = —27T
c 0 0

u? + v? P2

(dar dpcos = p'(p) cos pdp — p(p) sin pdp osv.) oberoende av p(p). )
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div(f grad g — g grad f) = 0;(f0;g — g0; f)

= (Vf)‘(Vg)+fég—(Vg)-(Vf)—géL=0
~ ~

= Pastaendet ar sant
(ii)
[A X (V X A):IZ = GijkAijlmalAm = (5il5jm — 5,~m5ﬂ)Aj8lAm
1
= A;0;A; — A0 A = §ai(AjAj) —(A-V)A4; =[(1/2)V(A-A) - (A-V)A];

= Pastaendet ar inte sant. Sant ar

Ax(VxA):%V(A~A)—(A~V)A

div((rxa) xr)=V-(a(r-r)—r(r-a))

= 8i(aixjxj — ZEZ'CLjI'j) = QCLZ'IZ' — 3ajxj — XT;a; = —2(11'%'2' =-2a-r

. (a) F konservativ < det finns &: F = grad ¢

1 1 1
F =grad® = h—(?u(I)eu + h—(?v(I)ev + h—&p@% = Vu? + v3(ue, + ve,)
U v ©

ger

i(9<I>:;8<I>:\/u2—|—v2u:>q):l(uz—l—v2)2+c(v )
hu u ’—u2+v2 u 4 1\Y,
i(’9(I>:;8(19:\/u2+1)2v:>(1>:1(1L2+112)2+c(go)
hv U /—U,2—|—1}2 v 4 2

1 1

—0,0=0=d=-(u*+0v°)" 4¢3

hy 4

= |® = (1/4)(u* + v*)? | dr en potential till F, och det visar att F ir konservativ.

(b) A, =0 ger
1 vu? +vie, Vu?+vie, uve,
B=rotA= ——— Oy Oy 19)
" (u? + v?)uv 2 p) 2 2 ;
vu? +0v2A, vur+v2A, O

! (—\/ u? + v2e,0,(Vu? +v?)A,) + Vu? + v2e,0,(Vu? + v2)A,)

(u? +v2)uv

+ uve, (0, (Vu? +v2)A,) — 0y(Vu? + UQ)Au))> = (u—v)e,



= 0,A, = 0,A, =0

! Op(Vu? +v2)A,) = v.

v
u? + v?

! Ou(Vu? +v2)A,) = u,

u
u? + v?

Ledningen ger

mﬁua(@ﬂ F02)PH2 = (2 + 1) (u? + v2)P 3y = u

m@va(zﬂ + U2)b+1/2 — a(2b + 1)(u2 + UQ)b—s/zv —
dvs b:3/27 a = 1/4
Svar: A = i(uQ + U2)3/2(eu + e,) ar en vektorpotential till B.

. (a)

u=E-0E+B-0B=E-(¢VxB-¢cJ)+B(—cV x E)
= C(EijkEiajBk — eijkBiGjEk) — CE . J = ceﬁk(—Ei@jBk — BkGJEZ) — CE . J
== —8j CEjikEin —cE-J=-V-S—cE-J
——

S

dvs. k= —cE - J v.s.v.

(b) Med J = 0 och 16sningen till 3(a)(ii)

0SS =c(cVxB)xB+cEx (—cVxE)=—-*(B-(VxB)+E-(VxE))
=—*((1/2)V(E-E)— (E-V)E+(1/2)V(B-B) — (B-V)B)

dvs., p.g.a. OBy = p =0, Oy Br = 0,

0,S; = —c*[(1/2)0;(E* + B?) — EvOE; — BrowB; | = — 0T
—_—— =

Ox(EiEr)  =0k(B;By)

dar

1
T = C2 (§<E2 —+ B2)5zk — B E), — Bsz)

V.S.V.

. (Obs att det &r samma matematiska problem som E10.2 men lattare p.g.a. lednin-
gen (B <> u, j > w). Losningsforeslaget hér ar kortfattad, men det finns en mer
detaljerad 16sning av E10.2 pa kurshemsidan.)

Med ledningen,
) 1
divu = ; Lbu, =0
e, pe, e,

1
0, 0Op 0, |=—e,0u,+ —e,0,(pu,) =w= f(pe,
0 puy O p

rot(u) =

| =



= Oyu, = 0yu, = 0 och (1/p)0,(pu,) = f(p). Detta ger u, = g(p) dér

sp=pta/p 0<p<R

5MWWDZMWF¢MMI{QM p>R

med integrationskonstanter ¢; 5. Kraven att g(0) < oo ger ¢; = 0. Kraven att g(p)
ar kontinuerligt vid p = R ger wo/2Rm = ¢/ R = ¢3 = wy /2.

Svar:
w0, 0<p<R
u— eo, _ )P VS
g(p)es, g(p) {? »> R
p



