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1. Betrakta tillstånden n = 2, l = 0 och n = 2, l = 1 i väteatomen. För vart och ett av dessa tillstånd,
beräkna sannolikheten för att elektronen be�nner sig innanför Bohr-radien, a0. [5 p]
Till hjälp i beräkningarna får ni följande lösta integral:

∫
xne−cx = −e

−cx

c

(
xn +

nxn−1

c
+
n(n− 1)xn−2

c2
+ . . .+

n!
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2. a) Härled Lorentztransformationen för hastigheter i x-led. Ange på formen ux = dx
dt = f(u′x),

där ux och u′x är hastigheten hos en kropp relativt S och S′-systemen. Redovisa noggrannt alla
steg. [3 p]
b) En radioaktiv kärna som färdas med hastigheten 0.1 c i x-led skickar ut en elektron rakt bakåt
med hastigheten 0.8 c relativt kärnan. Vilken hastighet har elektronen i labbsystemet? [1 p]
c) En kort tid senare så skickar atomkärnan ut en gammafoton rakt framåt. Fotonens hastighet är
förstås c relativt kärnan den sänds ut från. Visa att dess hastighet är c även i labbsystemet. [1 p]

3. En partikel med massa m påverkas av en endimensionell halv-oändlig lådpotential som bestäms av

U(x) =





∞ x < 0

0 0 ≤ x < L

U0 x ≥ L
Bestäm partikelns vågfunktion Ψ(x) fullständigt. [5 p]

4. Molekylen NaCl bildas genom att Na ger ifrån sig sin valenselektron till Cl så att Na+ binder med
Cl−. Det kostar 5.1 eV att frigöra en elektron från en fri Na-atom. Man vinner 3.8 eV på att binda in
en extra elektron i en fri Cl-atom.
a) Rita upp potentialen,U(r), som en funktion av avståndet, r, mellan jonernas två atomkärnor. [1 p]
b) Anta nu förenklat att laddningsfördelningarna runt dessa två joner är sfäriskt symmetriska och
inte börjar överlappa förrän jämviktsläget uppnås när man för dem närmare varandra. Uppskatta
hur djupt minimum molekylens potential, U , har vid jämviktsavståndet 0.24 nm. [4 p]

5. Högenergetisk Röntgenstrålning kan som bekant växelverka med Comptonspridning. Vid en sådan
spridningshändelse så har vi en inkommande Röntgenfoton med okänd våglängd λ1, en spridd foton
med energin E′2 = 120 keV, och en spridd elektron med den kinetiska energin Eke = 40 keV. Vi
kan anta att elektronen är i vila före händelsen.
a) Bestäm våglängden λ1 på den inkommande Röntgenstrålningen i enheten [nm]. [1 p]
b) Bestäm spridningsvinkeln, θ, för den spridda fotonen. [1 p]
c) Bestäm spridningsvinkeln, φ, för den spridda elektronen. [3 p]

Vänd blad!



6. Rymdskeppet Enterprise är satt i karantän pga en mystisk sjukdom som spritt sig ombord. Inga nya
planeter eller civilisationer får upptäckas för tillfället.
Mr Spock fortsätter därför med sina vetenskapliga experiment. Han har nu byggt om sin elektron-
accelerator från i julas till en... wait for it... positroniumaccelerator! 1

Maskinen kan skapa positronium, alltså det kortlivade systemet där en elektron och en positron
(elektronens antipartikel) är bundna till varandra. Positroniumet kan sedan accelereras till valfri
kinetisk energi mellan 0 och 10 MeV. Spock är speciellt intresserad av att se vad som händer då
positronium med olika energier Ekin annihilerar och skickar ut annihilationsfotoner.
Spock vet att positronium i vila normalt annihilerar med emission av två motriktade fotoner med
samma energi, för att bevara rörelsemängden. Men han funderar på om det kanske är möjligt att
bara en foton skickas ut vid annihilationen om man väljer exakt rätt värde påEkin så att både energi
och rörelsemängd bevaras.
a) Är det möjligt att välja ett värde på Ekin i intervallet 0-10 MeV så att endast en foton skickas
ut vid annihilationen? Om inte, motivera. Om det är möjligt, beräkna denna kinetiska energi, samt
energin (för lämpligt vald riktning) på fotonen i labbsystemet. [2 p]

Spock ställer nu in acceleratorn på Ekin = 1022 keV (dvs 2mec
2) och utför ett experiment där

han studerar energin och vinkeln på de emitterade fotonerna. Antag att positronium sönderfaller
med två fotoner i sitt vilosystem och att de två fotonerna skickas ut symmetriskt i förhållande
till positroniumets hastighetsvektor i labbsystemet. I labbsystemet så blir då vinkeln mellan de två
fotonernas riktning, θγγ , dubbelt så stor som vinkeln mellan riktningen för en av fotonerna och
positroniums hastighetsvektor, θx,γ
b) Beräkna, i labbsystemet, vinkeln θγγ i grader och energin, Eγ i keV, på en av fotonerna [3 p]

7. En av de som först började undersöka kosmologiska tidsskalor med hjälp av radioaktiva sönderfall
var Ernest Rutherford (mer känd som atomkärnans upptäckare). Kort efter att den relativa före-
komsten av de naturliga uranisotoperna U-235 och U-238 uppmättes på 1920-talet (0.72% U235 och
99.28% U238) så föreslog Rutherford att de olika uranisotoperna antagligen ursprungligen skapa-
des i ungefär samma relativa mängd men att sönderfallen (pga den mycket kortare halveringstiden
(7.04 · 108 år) hos U-235 i förhållande till halveringstiden (4.468 · 109 år) för U-238) gjort U-238
dominerande idag.
Låt oss, i Rutherfords anda, göra ett förenklat antagande, nämligen att uranet som vi hittar på Jor-
den idag skapades i en enda supernovaexplosion vid en viss tidpunkt. Enligt en viss modern modell
för supernovor så blir produktionsförhållandet U235/U238 vid en sådan supernovaexplosion unge-
fär 1.65.
Beräkna hur långt tid som har gått sedan supernovaexplosionen. [5 p]

8. Den radioaktiva nukliden 230Th har en halveringstid på 75400 år och sönderfaller som regel med
alfasönderfall. Men det �nns också en liten sannolikhet att sönderfallet istället sker med s.k. klus-
tersönderfall. Detta exotiska sönderfall fungerar likadant som alfa-söndefallet, men istället för en
alfapartikel så skickas en tyngre atomkärna ut från moderkärnan. I fallet med 230Th så är det kär-
nan 24Ne som emitteras. Notera att formelbladet för denna tenta har en uppdaterad tabell med
atommassor för ett antal nuklider.
a) Vilken är dotterkärnan? [1 p]
b) Beräkna klustersönderfallets Q-värde i enheten [MeV]. [2 p]
c) Beräkna den kinetiska energin i [MeV] för både dotterkärnan och 24Ne efter sönderfallet. [2 p]

1En kommentar från Torbjörn som gjort detta tal: Pär tycker att det är orealistiskt med en positroniumaccelerator, eftersom
positronium som system betraktat är oladdat, men Mr Spock har lyckat med detta och Pär får säga vad han vill om det :-)



Några formler och konstanter
version 2.4
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Naturkonstanter
Ljusets hastighet i vacuum c 2.99792458 · 108 m/s
Elektronens laddning e 1.6021766 · 10−19 C
Dielektricitetskonst. i vakuum ε0 8.854 · 10−12 F/m
Permeabiliteten i vakuum µ0 4π10−7 N/A2

Plancks konstant h 6.62618 · 10−34 J·s =
=4.13570 · 10−15 eV·s

Boltzmanns konstant kB 1.38065 · 10−23 J/K
Avogadros tal NA 6.022045 · 1023 mol−1

1/4πε0 8.98755 · 109 Nm2/C2

Vilomassor
partiklar:

u [atomär massenhet] MeV/c2

Elektron 5.485803 · 10−4 0.511003
Proton 1.00727647 938.280
Neutron 1.00866501 939.573
Deutron 2.01355321 1875.628
Alfapartikel 4.00150618 3727.409

atomer:
u [atomär massenhet]

1H 1.007825
2H 2.014101
4He 4.002603
24Ne 23.993610
206Hg 205.977514
206Pb 205.974465
206Po 205.980481
208Hg 207.985940
208Pb 207.976652
208Po 207.981245
230Th 230.033133

Omvandlingsfaktorer och enheter
1 eV = 1.602189 · 10−19 J
1 b [barn] = 10−28 m2

1 u = 931.502 MeV/c2=1.660566 · 10−27 kg
1 Bq=1 sönderfall/s
1 Ci=3.7 · 1010 Bq
1 Å [Ångström] = 1 · 10−10 m
1 fm [fermi] = 1 · 10−15 m

Speciell Relativitetsteori

Lorentztransformationen
Två inertialsystem, S och S′. Vid t = 0 och t′ = 0 be�nner sig
O och O′ i samma punkt. S′ rör sig med hastigheten v längst
x-axeln relativt S. Lorentztransformationen:

x′ = γ(x− vt)
y′ = y

z′ = z

t′ = γ(t− v

c2
x)

γ =
1√

1− v2/c2
.

Den inversa Lorentztransformationen:

x = γ(x′ + vt′)

y = y′

z = z′

t = γ(t′ +
v

c2
x′).

Dopplere�ekten
Observerad frekvens f på ljuset då det utsänds från en ljuskälla
som i sitt system har ljusfrekvensen f0 då ljuskällan färdas med
hastigheten v i vinkleln θ mot observatören. θ = 0 motsvarar
att källan rör sig rakt ifrån observatören.

f =
f0

γ(1 + v
c cosθ)

.

Hastighetstransformationer
Transformation av hastigheter mellan S′ och S:

ux =
dx

dt
=

u′x + v

1 + v
c2u
′
x

uy =
dy

dt
=

u′y
γ(1 + v

c2u
′
x)

uz =
dz

dt
=

u′z
γ(1 + v

c2u
′
x)



Samband mellan rörelsemängd och energi

E2 = p2c2 +m2
0c

4

Vågor och Partiklar
Plancks strålningslag

I(ν, T ) =
2hν3

c2
1

ehν/kT − 1

[
W

m2

1

Hz

1

sr

]

Comptonspridning
Då en inkommande foton med våglängden λ sprids (i vinkeln θ)
mot en stillastående elektron så gäller:

λ′ − λ =
h

mec
(1− cosθ).

där λ′ är våglängden för den spridda fotonen. För fotonenergi-
erna gäller på motsvarande sätt:

1

E′
− 1

E
=

1− cosθ
mec2

.

Kvantmekanik
Den tidsoberoende en-dimensionella Schrödingerekvationen:

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ U(x)ψ(x) = Eψ(x)

Normaliseringsvillkor i en dimension:
∫ ∞

−∞
|Ψ(x)|2dx = 1.

Oändlig en-dim. lådpotential, lösning

En =
n2π2h̄2

2ma2
=

[
h̄ =

h

2π

]
=

n2h2

8ma2
n = 1, 2, 3, ...

ψn(x) =

√
2

a
sin(

nπ

a
x).

Harmonisk, oscillatorpotential, en-dim.:
Potential: U(x) = κx2/2.
Lösning:

En = (n+
1

2
)h̄ω0 n = 0, 1, 2, 3, ...,

där w0 =
√
κ/m.

Potentialbarriärer
Transmissionssannolikheten och re�ektionssannolikheten vid
en potentialbarriär beror av energin U0, dess längd a och den
inkommande partikelns energin E.

Om E > U0 så har vi:

R =
sin2

[√
2m(E − U0)(a/h̄)

]

sin2
[√

2m(E − U0)(a/h̄)
]

+ 4 E
U0

( EU0
− 1)

(1)

T =
4 E
U0

( EU0
− 1)

sin2
[√

2m(E − U0)(a/h̄)
]

+ 4 E
U0

( EU0
− 1)

(2)

Om E < U0 så har vi:

R =
sinh2

[√
2m(U0 − E)(a/h̄)

]

sinh2
[√

2m(U0 − E)(a/h̄)
]

+ 4 E
U0

(1− E
U0

)

T =
4 E
U0

(1− E
U0

)

sinh2
[√

2m(U0 − E)(a/h̄)
]

+ 4 E
U0

(1− E
U0

)

Tunnling genom bred potential:

T ≈ 16
E

U0
(1− E/U0)e−2a

√
2m(U0−E)/h̄ ; om a >>

1

α
,

där α =
√

2m(U0−E)
h̄2 .

Operatorer
Exempel på operatorer (en-dim):

p̂ = −ih̄ d

dx
x̂ = x

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x) = − h̄2

2m

d2

dx2
+ U(x).

Den tidsoberoende Schrödingerekvationen i operatorform:

Ĥψ(x) = Eψ(x)

Väntevärde och osäkerhet
Väntevärdet Q̄ för observabeln Q:

Q =

∫ ∞

−∞
Ψ∗(x, t)Q̂Ψ(x, t)dx.

Osäkerheten ∆Q för en observabel Q skrivs nu:

∆Q =

√
(Q2)− (Q̄)2



Väteatomen
Coulombpotential från punktkälla/proton:

V (r̄) = − e2

4πε0r
,

kvanttal i lösningen för väteatomen
• huvudkvanttal, n = 1, 2, 3, ...

• bankvanttal, l = 0, 1, 2, ..., n− 1

• magnetiskt kvanttal, ml = 0,±1,±2, ...,±l
• spinnmagnetiskt kvanttal, ms = ± 1

2

Vätelika atomer - energier

En =
−mee

4Z2

2(4πε0)2h̄2 ·
1

n2
=
−Z2 · 13.6 [eV]

n2
, n = 1, 2, 3, ...,

där Z är antalet protoner i atomkärnan (Z = 1 för väte).

Väteatomen - vågfunktioner
Vinkeldel

Φ(φ) = eimlφ, ml = 0,±1,±2, ...

Θ(θ) = Pml

l (cosθ) l = 0, 1, 2, ...,

ml = 0,±1,±2, ...,±l.

l,ml Θ(θ)l,ml
· Φml

(φ) = Y ml

l

0, 0

√
1

4π

1, 0

√
3

4π
cosθ

1,±1

√
3

8π
sinθe±iφ

Radiell del

n, l Rnl(r)

1, 0
1

a
3/2
0

2e−r/a0

2, 0
2

(2a0)3/2

(
1− r

2a0

)
e−r/2a0

2, 1
1

(2a0)3/2

r√
3 · a0

e−r/2a0

Bohrradien a0 skrivs:

a0 =
(4πε0)h̄2

me2

Med insatta naturkonstanter får vi a0 = 0.0529 · 10−9 m.

Kvantiserad rörelsemängd

|L| = h̄
√
l(l + 1) l = 0, 1, 2, ..., n− 1

Lz = mlh̄ ml = 0,±1,±2, ...,±l

|S| = h̄
√
s(s+ 1) s =

1

2
(elektron)

Sz = msh̄ ms = ±1

2

Magnetiskt dipolmoment
Magnetisk dipolmoment från banrörelse:

µ̄L = − e

2me
L̄.

µz = − e

2me
Lz

Magnetisk dipolmoment från spinn:

µ̄S = −gs
e

2me
S̄

Totalt magnetisk dipolmoment:

µ̄ = µ̄L + µ̄S = − e

2m
(L̄+ gsS̄)

Potentiell energi för en magnetisk dipol, µ, i ett yttre magnetiskt
fält, B̄ = Bz :

U = −µ̄ · B̄ = −µzB

Spin-bankoppling
Magnetfältet som elektronen upplever från banrörelsen:

B̄L =
µ0e

4πmer3
L̄, (3)

Energiskift, ∆U :

∆U = µ̄s · B̄L =
µ0e

2

4πm2
er

3
(S̄ · L̄) (4)

Spektroskopisk notation
s för l = 0
p för l = 1
d för l = 2
f för l = 3
g för l = 4
h för l = 5.



Molekylfysik
E�ektiv massa:

µ =
m1m2

m1 +m2

Rotationsenergier:

Erot =
L2

2I
=
h̄2

2I
J(J + 1) J = 0, 1, 2, 3, ...

Vibrationsenergier:

Evib = (V +
1

2
)hν0 V = 0, 1, 2, 3, ...,

där ν0 = 1
2π

√
k/µ.

Fasta tillståndets fysik
Fermi-Dirac-fördelningen:

N(E) =
1

e(E−EF)/kBT + 1

E�ektiv massa:

meff = h̄2

(
d2E
dk2

)−1

Kärnfysik
Weizsäckers halvempiriska formel för bindningsenergin:

BSE(Z,A) = avA−asA2/3−acZ(Z−1)A−1/3−asym
(A− 2Z)2

A
+δ

där δ är +apA
−3/4 då Z och N är jämna och −apA−3/4 då N

ochZ är udda, och 0 för uddaA. Anpassat till experimentdata får
vi: av = 15.5 MeV, as = 16.8 MeV, ac = 0.72 MeV, asym = 23
MeV, ap = 34 MeV.

Partikelfysik
Standardmodellen i tabellform:

u
upp

c
charm

t
topp

γ
foton

H
Higgs

d
ner

s
sär

b
botten

g
gluon

νe
elektron-
neutrino

νµ
myon-

neutrino

ντ
tau-

neutrino
Z0

Z-boson

e
elektron

µ
myon

τ
tauon

W±
W-boson

Fermioner

Bosoner

Kv
ar

ka
r

Le
pt

on
er
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