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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Losningsforslag till tentamen
Mandag den 19 december 2022

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvdrdesproblem for y = y(x).

dy 2 . dy 1
(a) —y+7y:smx, y(m) =1, (b) —y:;<y+\/y2+3x2>,

dx dx
Losningarna far ges pa implicit form. @p

Losningsforslag. (a) Detta dr en forsta ordningens linjédr ekvation som kan 16sas genom att
multiplicera med en integrerande faktor. En sadan integrerande faktor dr

2
ef;dx _ eZlnx :xz_
Nir vi multiplicerar med den integrerande faktorn far vi ekvationen

dy 2 d
x? _y+_y x? y+2xy—x251nx
dx x dx

dér vénsterledet dr derivatan av en produkt,
(xzy)l — x’sinx.
Vi integrerar detta och far
Xy = /x2 sinxdx = {Formelblad (101)} = (2 —xz) cosx+2xsinx+C.

Eftersom y(7) = 1 har vi
n*1=(2-r*)cosm+2mwsinT+C =n*—2+C
sa C = 2 och losningen till initialvdrdesproblemet ar
y(x) =x72((2—x%) cosx + 2xsinx +2).

(b) I denna ekvation &r hogerledet F(x,y) = )—IC (y +/ 2+ 3x2) en homogen funktion
av ordning noll,

F(tx,ty):%c(ty—i- (1y)? +3(1x) ) <y-|—vy +3x2>—t

Detta dr alltsa en homogen forsta ordningens differentialekvation och vi gor substitutionen
z=1y/x,y = zx. Detta ger ekvationen

d dy x4 /(z2x)? +3x2
Ep=2 (=) — 24+ V243
dx T dx X
for z = z(x). Vi skriver om denna separabla ekvation som
d 1
Zy=V2+3 & dz = —dx
dx 243 x

1
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vilket integreras till (formelblad (32), (2))
In ‘z+ \/sz‘ =In|x|+C.
Initialvillkoret z(1) = y(1)/1 =1, s&
ln‘l—i—\/E‘ —In|l|+C=C
och C = In3. Vi skriver om detta som

ln‘z+\/z2+3‘:1n|x|+1n3:1n|3x] & 7472243 =3

vilket alltsa 4r 16sningen pa implicit form. Om vi kvadrerar denna ekvation far vi
2
9x* = (z+ z2+3> =22 +2zV2+3+ (2 +3)
=22 +2z(3x—2) + (z2+3) = 6zx + 3,
och vi loser ut

3x2—1

2x) = 2x
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2. Anvind metoden med variation av parametrar for att hitta alla 16sningar till ekvationen

xzy// - xy/ +y= 2y

for y = y(x), x > 0. (4 p)
Losningsforslag. For att 16sa den homogena ekvationen
2y —xy +y=0
gor vi ansatsen y = x"'. Detta ger m = 1 som en en dubbelrot, och den allménna l6sningen
till den homogena ekvationen ér

y=cix+cyxlnx.
For variation av parametrar gor vi ansatsen
y(x) = vi(x)x+ vy (x)xInx.
Derivatan av detta dr
y =vix+vhxlnx+v; +vy(Inx+1).

Vi antar att
Vix+vhxlnx =0
sa att
y =vi+v(Inx+1).
Detta ger

1
Yy =vi+v5(Inx+1) +v2;.
Insatt i ekvationen far vi
Dy — xzy// _xy/ +y
1
=x° (\/1 +vh(Inx+1) + vz—) —x(vi +va(Inx+1)) +vix+voxlnx
x
= Vx> v (Inx + 1).
Funktionerna vy (x), v2(x) ska alltsd uppfylla
Vix? + i (Inx+1) = 2x
Vix+vixInx =0

eller om vi delar med x? resp. X,

Vi+vh(Inx+1) =2
Vi +Vv5Inx =0
Vi loser ut v} (x), 5 (x) och far
o _21nx o g
1 x 2 :

Detta integreras till (se formelblad!)
vi(x) = —(lnx)2+C1, va(x) =2Inx+C;.
Den allménna I6sningen till ekvationen ér alltsa
y(x) = vi(x)x+vo(x)xInx
= (—(lnx)2 +C1)x+ (2Inx+Co) xInx
= x(Inx)? + Cix+ Coxlnyx.
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3. Foljande linjdra system av differentialekvationer har koefficienter som beror pa en para-
meter a € R,

X (1) = ax(t) + (2a+1)y(t)
Y (£) = —x(t) = 2y(1) '
Bestim ett virde pa a for vilket systemet har 16sningar (x(z),y(¢)) som &r begrénsade,

men inte gar mot noll da r — oo. (Det finns precis ett sddant virde.) For detta viarde pa
parametern a, bestdm alla 10sningar till systemet. 4p)

Losningsforslag. Med x(7) = (;CE;D kan vi skriva systemet pa matrisform som

X (t) = Ax(¢)

a 2a+1
-1 -2
vilket systemet &r ett center. Detta hinder da egenvirdena till matrisen A &r rent imaginéra.
Vi beriknar dessa egenvirden. Den karaktéristiska ekvationen dr

dér matrisen A = ( . Det som efterfragas dr de virden pa parametern a for

a—m 2a-+1
-1 -2-m

=(m—a)(m+2)+2a+1=m*+(a—2)m—2a+2a+1=m*+(a—2)m+1.

Ozdet(A—mI):det< ):(a—m)(—Z—m)+2a—|—l

Vi ser att matrisen har rent imaginira egenvirden m = +i om a = 2, vilket ricker for att
16sa uppgiften.
Vi kan ocksa ridkna ut egenvirdena. Kvadratkomplettering ger

5 s a—2 a—2\> a—2\?
O=m"+(a—2)m+1=m"+2——m+ - +1

2 2 2

B +a—2 2 a—?2 2+1
—\"T 2
a—?2 a—?2 2
_ +./-1 .
e ¢ (452)

Med detta ser vi att egenvérdena ar rent imagindra om och endast a = 2.
Ett annat sitt att avgora om systemet &r ett center &r att berdkna sparet och determinan-
ten fOr matrisen A,

sa

p=—trA=—(a—2), g =detA =a(-2)—(2a+1)(—-1)=1.

Enligt diagram Simmons sid 538 &r systemet ett center om p = 0 och g > 0, det vill sdga

om och endast om a = 2.

Vi riknar vidare med @ = 2. Da dr A = (_21 _52) och vi vet att dess egenvirden &r

m = *i. En egenvektor v till egenvirdet m = i uppfyller

2—i 5
0:(A—m1)v:(_1 —2—i)v’
4
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2+i

vilket till exempel har 16sningen v = ( 1

). Motsvarande komplexvirda 16sning till

systemet av differentialekvationer &r

x(t) = Gg;) =My =¢" <2_+1i> = (cost +isint) ((_21> +i (é))
(o 2) ) o) ()

Real- och imaginirdel av denna 16sning ger tva linjért oberoende reellvérda 16sningar,

x| () = cost (_21> — sint (é) , x5 (t) = cost (é) + sint (_21) :

Alla 16sningar till systemet ges sedan av
X(t) =Cixq (l‘) + (Crxy (Z‘)

for olika val av konstanter C;,C;.
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Bestdm tva linjart oberoende serielosningar vid x = 0 till ekvationen
(P +1)y"+20/ =2y =0, y=y(x).

For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger koefficienterna i dessa serier samt
berédkna termer till och med ordning 8. Bestdm dven konvergensradien for dessa 1dsningar.

(4 p)
Losningsforslag. Om vi delar med koefficienten for hogsta derivatan far vi ekvationen
2x -2
X2+ 17 * x?+1
som har regulira koefficienter P(x), Q(x) i en omgivning av x = 0. Punkten x = 0 &r alltsa
en regulir punkt och vi gor ansatsen

y(x) = fbanx".

Y'+Px)y +0x)y=y"+ y=0,

D4 ar
y = Z amnx™ ! och y' = Z apn(n—1)x""2.
n=1 n=2
Insatt 1 ekvationen ger detta
0=(2+1)y"+2xy —2y

(o)

=(x*+1) Z apn(n—1)x""2 +2x Z apnx" 1 =2 Z apx"
n=0

n=2 n=1
= Z apn(n—1)x"+ Z apn(n—1)x""2+42 Z apnx" —2 Z anx"
n=2 n=2 n=1 n=0
= {byt till k = n —2 i andra serien, k = n i 6vriga}
=Y ak(k—1)x*+ Y apa(k+2)(k+ D)x* +2 ) apk* =2 ) ap
k=2 k=0 k=1 k=0
=2ay + 6azx+2a1x —2a9g —2a;x

+ ¥ (ark(k—1) + agsn (k+2) (k+ 1) 4 2agk — 2a;) x*

k=2
=2(ay —ap) +6azx+ Z ((k+2)(k+ Dagio+ (k2 +k— 2) ak) XK
k=2
For att vi ska fa en 16sning maste koefficienterna a,, alltsa uppfylla
a, —ag=0, a3 =20
och
(k+2)(k+ Dago+ (K +k—2) a, for k > 2.
Vi har k> +k —2 = (k+2)(k— 1) och eftersom (k+2)(k+ 1) # 0 d k > 2 ser vi att
k—1
k+1

For att hitta tva linjart oberoende 16sningar viljer vi tva olika initialvillkor for ag,a;.
6

Ajtr = a, for k > 2.
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e Medag=1,a; =0 farvi

2—1 1
az =aop =1, 4:—m02:—§7
4—1 31 1 6—1 51 1
4= 3“5 375y BT o= 757

Termerna med udda n uppfyller
a) = az = 0

och direfter dr alla a1 = 0, k > 2. Motsvarande 16sning yo(x) uppfyller

- 1 1 1
_ n_q 2 _ -4, .6 .8 0 9 )
yo(x) n;)a,,x +x 3 +5x X +0(x7)

e Med ag =0,a9 =1 far vi
ap=ap=0, a3=0.

Direfter &r alla koefficienter a; = 0,k > 4. Motsvarande 16sning y; (x) &r alltsa
yi(x) = Z apx" = x.
n=0

Vi ska nu avgora konvergensradien for dessa tva losningar. Serien for y; (x) bestéar bara
av en term och konvergerar alltsa for alltsd for alla x. Konvergensradien &r co. Eftersom
serien for yo(x) bara innehéller jimna termer skriver vi

yo(x) = Z anxk,
k=0

For att beridkna konvergensradien anvéander vi kvottestet (Simmons sid 200-201) och berédknar

2(k+1) 2k—1
.| Bk+1)X . |a .| T T 2k . 2k—1
L= lim (k1) T = lim 2kt2 ¥ = lim |—ZF2 52 — im ¥ = x?
k—voo arpXx k—eo | apy k—voo ary k—oo 2k + 1

Kvottestet séiger att serien konvergerar om L < 1, det vill siga om x> < 1, eller om —1 <
x < 1. Konvergensradien for 16sningen yo(x) dr alltsa 1.
U
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5. Foljande autonoma system for (x,y) = (x(¢),y(¢)) har bada en kritisk punkt i origo. Anvind
linjérisering eller metoden med Lyapunovfunktion for att visa att denna kritiska punkt &r
asymptotiskt stabil.

¥ = —x343x° x' = —8x—2y+xsiny
() / 2 3 (b) / 2
Y =-=2xy—y Yy =—y—2x—3xy

(4p)
Losningsforslag. (a) For detta system &r linjériseringen i origo lika med noll, s den kan
inte ge nagon information om losningarna till systemet. Vi anvénder istidllet metoden med
Lyapunovfunktion. Vi testar med en Lyapunovfunktion pa formen
E(x,y) = Ax* + By?

ddr A,B > 0. Med detta antagande &r E(x,y) alltid en positivt definit funktion. Vi maste
vilja A, B sa att E(x,y) dr strikt avtagande lings 16sningskurvor till systemet som startar
ndra (0,0). For en sddan 16sningskurva beréknar vi

SECO0) = T+ S

= 2Ax (—x3 + 3xy2) + 2By (—2x2y — y3)

— —2Ax* 4 (6A — 4B)x*y* — 2By*.
Eftersom A, B > 0 sa ér forsta och tredje termen ickepositiva. Om vi véljer A =2 och B =3
sa dr 6A — 4B = 0, och den andra termen forsvinner. Funktionen

E(x,y) = 2x* 4 3y?
ar alltsa positiv definit i origo (den punkten &r ett lokalt min), och
SEG00) = S+ S

i alla punkter utom i origo. Vi drar slutsatsen att (0,0) dr en asymptotiskt stabil kritisk

punkt (se Simmons Thm A sid 543).
(b) Systemet

—4xt — 6y4 <0

x'=F(x,y) = —8x—2y+xsiny
Y =G(x,y) = —y—2x—3xy?
har en enkel kritisk punkt i origo. Linjérisering i origo ger motsvarande linjdra system
X = %—f(o,O)H %—5(0,0» = —8x—2y
Y = 92(0,0)x+55(0,0)y = —2x—y

Egenvirdena for detta linjédra system ges av

0 = det (—8_—2m —1_Em> =(m+8)(m+1)—4=m>+9m+4

och de ar 9 1 9 1
m1:—§+§v65, mZ:—E—§V65.

Eftersom 1/ 65 < 9 sa dr bada dessa egenvirden negativa, och det linjdra systemet beskriver
en stabil nod. Enligt sats om linjérisering (Simmons Thm A sid 549) har det ursprungliga
autonoma systemet en asymptotiskt stabil kritisk punkt. U
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6. Denna uppgift géller existens och entydighet for I6sningar y = y(x) till initialvérdesproblemet

y/:f('xhy)’ y(xo):y07 (1)
ddr f(x,y) dr en kontinuerlig funktion definierad pa ndgot omrade R i xy-planet som in-
nehéller punkten (xo,yo)-

(a) Ge ett exempel pa ett initialvirdesproblem som (1) med tva olika funktioner som
16sningar. Ge en noggrann forklaring varfor de funktioner du anger &r 16sningar.

(b) Formulera Picards sats som garanterar att problemet (1) har en unik 16sning. Var
noggrann ndr du anger villkoren 1 satsen.

(c) Beviset av Picards sats anvénder sig av ett iterationsforfarande for att konstruera en
foljd av y = y,(x) av approximativa 16sningar, dir yo(x) dr konstant. Forklara hur
detta gér till samt berdkna y3(x) for systemet (1) da f(x,y) =x+y, (x0,y0) = (0,1).

(4 p)

Losningsforslag. (a) Funktionen f = f(y) = y!/3 ir definierad for alla y som det unika tal f
som uppfyller f> = y. Funktionen f(y) ir kontinuerlig 6verallt. Med f(x,y) = y'/3 har vi
differentialekvationen

y/ _ yl / 3
Det dr uppenbart att den konstanta funktionen y = O uppfyller denna ekvation med initial-
villkoret y(0) = 0. Det ér heller inte komplicerat att visa att funktionen

0, om x < X
) 3/2
<§(x—xo)) ,om xo < x

for xo > 0 dr deriverbar, samt uppfyller samma differentialekvation med samma initialvill-
kor.

(b) Se Simmons Thm A sid 626.

(¢) Se Simmons avsnitt 69, sid sid 621-625.

y(x) =



