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1.

𝒗𝐷 = 𝒗𝐴 + 𝝎1 × 𝒓𝐴𝐷 = 𝑣1𝒆𝑥 + 𝜔1𝒆𝑧 ×
𝑙
√

2
(𝒆𝑥 + 𝒆𝑦) =

(
𝑣1 −

𝑙𝜔1√
2

)
𝒆𝑥 +

𝑙𝜔1√
2
𝒆𝑦

𝒗𝐷 = 𝒗𝐵 + 𝝎2 × 𝒓𝐵𝐷 = 𝑣2𝒆𝑥 + 𝜔2𝒆𝑧 ×
𝑙
√

2
(𝒆𝑥 − 𝒆𝑦) =

(
𝑣2 +

𝑙𝜔2√
2

)
𝒆𝑥 +

𝑙𝜔2√
2
𝒆𝑦

Genom att sätta de två uttrycken lika, komponentvis, får vi

𝑣1 −
𝑙𝜔1√

2
= 𝑣2 +

𝑙𝜔2√
2

𝑙𝜔1√
2

=
𝑙𝜔2√

2

med lösning
𝜔1 = 𝜔2 =

𝑣1 − 𝑣2√
2𝑙

(1)

och lösningen för 𝒗𝐷 blir

𝒗𝐷 =
𝑣1 + 𝑣2

2
𝒆𝑥 +

𝑣1 − 𝑣2
2

𝒆𝑦 (2)
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2. Newtons andra lag i x- och y-led ger

𝑚𝑎 = 𝑚𝑔 sin𝛼 − 𝐹 (3)
0 = 𝑁 − 𝑚𝑔 cos𝛼 (4)

Momentekvationen med avseende på masscentrum ger

𝐼𝑔 ¥𝜃 = 𝐹𝑅 ⇒ 1
2
𝑚𝑅2 ¥𝜃 = 𝐹𝑅 (5)

där 𝑅 är hjulets radie. För rullning utan glidning gäller det kinematiska sambandet
𝑅 ¥𝜃 = 𝑎. Alltså kan momentekvationen skrivas

𝑚𝑎 = 2𝐹 (6)

Vi får nu

𝐹 =
1
3
𝑚𝑔 sin𝛼 (7)

𝑁 = 𝑚𝑔 cos𝛼 (8)

Slutligen fås
𝜇 ≥ 𝐹

𝑁
=

1
3

tan𝛼 (9)
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3. Systemets totala kinetiska energi kan skrivas

𝑇 = 𝑇 ℎ + 𝑇 𝑠 =
1
2
𝑚𝑣2

𝐺 + 1
2
𝐼𝐴

ℎ𝜔2 + 1
2
𝐼𝑂

𝑠 ¤𝜃2 =

3
4
𝑚𝑣2

𝐺 + 1
6
𝑚𝑙2 ¤𝜃2 =

3
4
𝑚𝑙2 ¤𝜃2 + 1

6
𝑚𝑙2 ¤𝜃2 =

11
12

𝑚 ¤𝜃2 (10)

där ℎ refererar till hjulet och 𝑠 till stången. Här har vi utnyttjat att 𝐼𝐴ℎ = 𝑚𝑟2/2,
𝐼𝑂

𝑠 = 𝑚𝑙2/3, 𝑟𝜔 = 𝑣𝐺 och 𝑣𝐺 = 𝑙 ¤𝜃. Systemets potentiella energi kan skrivas

𝑉 = −𝑚𝑔𝑙 sin 𝜃 − 1
2
𝑚𝑔𝑙 sin 𝜃 = −3

2
𝑚𝑔𝑙 sin 𝜃 (11)

Begynnelsevillkoret ger att 𝑇 +𝑉 = 0. Alltså får vi

11
12

𝑚𝑙2 ¤𝜃2 =
3
2
𝑚𝑔𝑙 sin 𝜃 ⇒ ¤𝜃 =

√︂
18
11

𝑔

𝑙
sin 𝜃 (12)

Derivering ger
11
6
𝑙 ¤𝜃 ¥𝜃 =

3
2
𝑔 cos 𝜃 ¤𝜃 ⇒ ¥𝜃 =

9
11

𝑔

𝑙
cos 𝜃 (13)
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4. Systemet har endast en frihetsgrad och beskrivs lämpligen med den generaliserade
koordinaten 𝜃.

Figuren ger

𝑥𝑂 = 𝑟𝜃 (14)

𝑥𝐴 = 𝑥𝑂 − 𝑏 sin 𝜃 = 𝑟𝜃 −
√

3
2
𝑟 sin 𝜃 (15)

𝑦𝐴 = 𝑏 cos 𝜃 =

√
3

2
𝑟 cos 𝜃 (16)

Systemets totala energi kan nu skriva

𝑇 = 𝑇 ℎ + 𝑇 𝑠 =
1
2
𝑚𝑣2

𝑂 + 1
2
𝐼𝑂

ℎ ¤𝜃2 + 1
2
𝑚( ¤𝑥2

𝐴 + ¤𝑦2
𝐴) +

1
2
𝐼𝐴

𝑠 ¤𝜃2 =

= 𝑚𝑟2 ¤𝜃2 + 1
2
𝑚𝑟2 ¤𝜃2 + 3

8
𝑚𝑟2 ¤𝜃2 + 1

24
𝑚𝑟2 ¤𝜃2 −

√
3

2
𝑚𝑟2 cos 𝜃 ¤𝜃2 =

=

(
23
12

−
√

3
2

cos 𝜃

)
𝑚𝑟2 ¤𝜃2 (17)

Systemets potentiella energi kan skrivas

𝑉 = −𝑚𝑔𝑦𝐴 = −
√

3
2
𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 . (18)

Lagrangianen är följaktiligen

𝐿 =

(
23
12

−
√

3
2

cos 𝜃

)
𝑚𝑟2 ¤𝜃2 +

√
3

2
𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 (19)
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Lagrange ekvation kan skrivas

𝜕𝐿

𝜕𝜃
− d

d𝑡
𝜕𝐿

𝜕 ¤𝜃
= 0 ⇒

(
23
6

−
√

3 cos 𝜃
)
𝑟 ¥𝜃 +

√
3

2
𝑔 sin 𝜃 −

√
3

2
sin 𝜃𝑟 ¤𝜃2 = 0 (20)

Den linjäriserade ekvationen som beskriver små svängningar fås genom att sätta
sin 𝜃 = 𝜃, cos 𝜃 = 1 och stryka den ickelinjära termen. Ekvationen kan skrivas

¥𝜃 + 𝜔2𝜃 = 0 (21)

där

𝜔 =

√︄
3
√

3
23 − 6

√
3
𝑔

𝑙
(22)

Perioden ges av

𝜏 =
2𝜋
𝜔

= 2𝜋

√︄
23 − 6

√
3

3
√

3
𝑙

𝑔
(23)

5


