TENTAMEN I VEKTORANALYS
SI1146 Vektoranalys, HT2021

Onsdagen den 22 december 2021, kl 8.00 — 13.00

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjalpmedel: Formelblad som delas ut (ingen rédknedosa).

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)

Bonuspoingen fran HT2021 adderas till tentauppgift 1, dock max 6 podng totalt.

Losningar: Kommer att finnas pa kurshemsidan.
Poing: Varje uppgift kan ge 6 poéng.
Motivera utforligt! Otillriackliga motiveringar kan medféra podngavdrag.

Notation: (i) (z,y, ) ér kartesiska koordinater, och r = ze, +ye, + ze, &r ortsvektorn,
(ii) (p, ¢, z) ar cylinderkoordinater sa att x = pcos(p), y = psin(y), (iii) (r,60,p) ar

sfiariska koordinater sa att = = rsin(6) cos(p), y = rsin(f) sin(p), z = rcos(d).

1. (a) Bestdm konstanten n > 0 sa att vektorfiltet B = r~"e, har ett vektorpotential!

(OBS att notationen forklaras i borjan av tentamen.) (2p)

(b) Beridkna flodet av vektorfaltet B du bestdmnde i (a) ur klotet » = R (R > 0
ar en given konstant). (2b)

(c) Visa att vektorfiltet B du bestdmnde i (a) har ett skaldrpotential ®. Bestdm
® sa att & — 0 om r — co. (2p)

. (a) Forenkla foljande uttryck sa langt som mdojligt med hjélp av indexrdkning och
skriv resultatet pa vektorform (om majligt):

(i) div(r x A)

(i) (AxV)xr
diar r = (x1,29,x3) ar ortsvektorn i kartesiska koordinater i R? och A &r ett
deriverbart vektorfilt i R3. (2+2p)
(b) Lat u och v vara skalirfilt i R® som kan deriveras tva ganger.

Visa att uAv —vAu =V - A dir A &r ett vektorfilt som du skall bestamma. (2p)

. (a) Bestdm konstanten n < 0 sa att integralen vektorfiltet A = B(p/B)"e, + ze,
(i cylinderkoordinater) har samma cirkluationen §, A - dr for alla slutna linjar L
som omslutar z-axeln en gang moturs (som t.ex. en cirkel med godtycklig radie
R > 0); B ar en konstant. Beriéikna denna cirkluation! (3p)

(b) Lat u = r?cos(kf) (i sfiriska koordinater) diar k > 0 dr en konstant. (i)
Berikna Aw. (i) Visa att, om k = 2, sa & Au = ¢ med ¢ en konstant som du skall
bestdmma. Ledning: cos(2x) = cos?(z) — sin®(z), sin(2z) = 2sin(z) cos(x). (3p)
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4. Ett koordinatsystem (u,v,w) i R? definieras genom

1
r = §(u2 —v?), y=wuvcos(w), z=uwuvsin(w) (uv>0,0<w<2n).

a) Visa att koordinaterna (u,v,w) ar ortogonala! (1p)

)
b) Ett vektorfalt A ges i koordinaterna (u,v,w): A = uve,,. (i) Berdkna rot(A)!
ii) Transformera rot(A) till kartesika koordinater. (3p)

(
(
(
(c) Ett skalirfilt ® ges i koordinaterna (u,v,w): ® = u? 4+ v%. Berikna A®. (2p)
(a) Beriikna det elektriska filtet E i hela rummet R® som genereras av ladd-
ningtéitheten

(1)

0 r>a

o) = {po(r/a) 0<r<a

dér pp > 0 och a > 0 &r konstanter.
Ledning: Elektriska faltet uppfyller div(E) = p, rot(E) = 0 och &r kontinuerligt;

r= /2% +y?+ 22. Gor ansatsen E = f(r)e,.

(b) Berdkna det magnetiska filtet B i hela rummet som genereras av elektriska
stromtétheten
. {jo(p/a)ez 0<p<a
J =
0 p>a

dar jo > 0 och a > 0 &r konstanter.

Ledning: Magnetiska filtet uppfyller div(B) = 0, rot(B) = j och &r kontinuerligt;
p = /2% +y?. Gor ansatsen B = g(p)e,. (6p)

6. Formulera ett matematisk modell for densiteten n(r,t) av bakterier i ett cylinder
0<p<2R 0<z< R, dar R > 0 &r en konstant, enligt folande beskriving.
Om det behovs, infor sjialv matematiska symboler och forklara vad dem betyder
(p, p, z dr cylinderkoordinater i R3).

(i) Stromtétheten j av bakterierna dr alltid i riktningen dér bakteriedensiteten
minskar mest, och dess belopp ar proportionellt mot denna maximala minstingen.
(i) Andrigen av antalet av bakterier inom en godtycklig volymen V av cylin-
dern, % fv ndV, d&r en summa av tva termer: forsta termen ar flodet av bakterier-
strommen j ur V', och andra termen ar proportionellt mot antalen av bakteriern
inom V. (iii) Inga bakterier kan stréommer in eller ur cylinders rand. (iv) Vid tiden
t = 0 finns dér ett antal bakterier Ny jamnd fordelad inom omradet 0 < p < R/2,
0<z<R.

Berékna tidberoendet av totala antalet N av bakterier inom cylindern for alla tider
t > 0. Ledning: N uppfyller en enkel ordinarie differentialekvation som man kan
bestdmma fran informationen ovan. (6p)

LYCKA TILL!



Lo6sningsforeslag tentamen SI11147, 22 december 2021

NOTE: I typed this in quickly and did not check: this will probably be corrected!!!!

This is a suggested solution of an exam and not pedagogical material: I skip some
details and only write (---); if you don’t understand (---), look at the course book for
explanations.

1. (a)
1

div(B) = Zsin(0)

O, (r*sin(@)r—") = (2 — n)r'™" Z0= n=2|
———
r2—" sin(0)
(b)
7{ r2e,dS = (---) =4
r=R
oberoende av R (OBS att filtet &r singulér i 7 = 0 och Gauss sats kan inte anvéndas
direkt.)

(c) Ansatsen ® = f(r) ger

Vo= f(r)e. =1 = f(r)=r7 = f(r)=c—r"

dér ¢ ar en integrationskonstant. Villkoret lim, ., f(r) = 0 ger ¢ = 0. Svar:
o =—-1/r|
2. (a) (i)

diV(I‘ X A) = &eijkxjAk = Eijktsij Ak+ €ijk x]@Ak = —{L‘j[VXA]j =|—I- l"Ot(A) .
~—— —~—
€iik=0 =—€jik

(i)

[(A X V) X I']i = Eijk[A X V]]xk = EijkejlmAl aml'k = €ijk€jlk Al = —QAZ
5mk —Eijkq]'k:—Q(sil

Svar: | (A x V) xr=—-2A]|

(b) (Uppgiften &r standard; resultatet dr kdnd som Greens formel.)

uAv —vAu =V - (uVv — vVu) #‘A:UVU—UVU‘.

3. (a) Det kan bara vara sant om rot(A) =0 om p > 0:

e, pe, e,

0, 0y J. |=e.(n+1)B" " =0=|n=-1|
O Bl—npn-H P

rot(A) =

=

Vi bedknar cirkulationen for en cirkel med radie R: fL A - dr = fL BQ%eq, -dr =
(-++)=2rB%



1., 1 .
Au = ﬁaTO” 8r ) + m&g(SlH(&)@gu)
2 1 0
= 8fu +- ou +— Ggu —l—CO_S# Ogul
< T~ 2 <~ r2sin(f) ~~
2 cos(k0) 27 cos(k0) —k272 cos(k6) —kr? sin(k0)

= (6 — k?) cos(kf) — k cos(f) sin(k6)/ sin(0) |

(ii)) Om k = 2:

Au = (6—27) cos(26)—2 cos(f) sin(26) / sin(#) = ?(COS2(0> — sini(@)) —4 cos2(9)1 =-2

—2(cos2(0)+sin?(0))

pga. cos?(z) + sin®(x) = 1. Svar: .
Alternativlésning: r? cos(20) = r?cos?() — r?sin?() = 22 — 2% — y? ger A(2? —
P —r?)=2-2-2=-2

- (a)

x (u? —v?)/2
r=|y | = uv cos(w)
z uw sin(w)
ger
or Y Or Y or 0
— = | wvcos(w) |, — =1 wcos(w) |, —=| —wvsin(w) |,
ou . Ov . ow
v sin(w) usin(w) uv cos(w)
och
Jr Or Jr Or Jor  Or
%.%:(...)_07 %.%_(...)_0’ %...%_(..)_0

Detta visar att (u,v,w) ar ett ortogonalt koordinatsystem.

Fran det (jag berdknar det det pga att det behovs i (b) och (c)): skalfaktorer
hy = hy = Vu?2+0v%2,  hy, = uv;

enhetsvektorer

ucos(w) |,

Vuz +o% |, sin(w) Vur +v? | sin(w)

=~



1 Vu? +v2e, Vu?+vle, uve,

rot(A) =|————+ Oy Oy Ou
(A) uv(u? + v?) 0 0 (u)?

1
= ———— | Vu® + %, Oy (u*v?) —Vu2 + v2e, 0, (u*v?)
uv(u +v ) —— ——
2u2v 2uv?
2u 2v
= e, — e, |
vu? +v? vu? + v?
(i)
U —v
2u 2v 2u 2v
rot(A) = e,— e, = —5—— | veos(w) |——5—5 | ucos(w)
Vu? +v? Vu? +v? ut vsin(w) ut usin(w)
9 u? 4 v? 1
= - 0 =2 0 | =|2e.]
2 2
us + v 0 0
(c)
1 1 2u 2v
rad ® = ———e,9, ((v*+0?))+ ———e,0, ((v*+0v?)) = e,+ e,.
8 vu? +v? (( ) vu? +v? (( ) vu? +v? vu? + v?

1
=divgrad® = ———— (GU(VUQ + v2uv - 2u/Vu? + v?)
u/l) N -~ 7

(2 +7)

2u2v

+0, (uvvu? +v? - 2v/Vu? + 02)) = Suv = 5

wo(u? +0v2) w2+ 02|

2v2u

Alternativlosning: u? + v? = 2/22 +y2 + 22 = 2r (detta kan visas genom att
berikna z? + y* + 2?), som ger

A@z@f@—l—g&@:gQ:Z—l:L,
r r ro u? 4 v?
. (a) Ansatsen E = f(r)e, ger
i 1 2 1o, ~Jpo(r/a) 0<r<a
le(E) - r2 Sin(@) a"(r Slnw)f(r)) - 72 87“(70 f(?")) - {O r>a

dvs.

rla 0<r<a r‘/da+c¢ <r<a
por°/ T =% () = por’/ ==
0 r>a Co r>a

O (r*f(r)) = {



-2

£r) por?/da+cr? 0<r<a
r) = .
Cor r>a

Funktionen f(r) &r kontinuerlig i 7 = 0 om ¢; = 0, och kontinuerlig i r = @ om

1 c 1
Poa2/4@ = ZPOG = a—z = Cp = Zpoag-

Svar:

po(a®/4r®)e, 1 >a

E_ {po(r2/4a)er 0<r<a

Anmdrkning: En fullstindig 16sning kraver ocksa att man kollar rot(E) = 0 (det
visades under kursens gang, och jag hoppar 6ver det hir).

(b) Ansatsen B = g(p)e, ger
e, pe, e,

1
ap aga az = ezgap(pg(p))u
0 pglp) O

1
rot(B) = —
p

och rot(B) = j ger

L0,(00(0)) = {g()(p/ DO ot = {ép e

S g(p) = Jop?/3a+ci/p 0<p<a
C2/p p>a

Funktionen g(p) ar kontinuerlig i p = 0 om ¢; = 0, och kontinuerlig i p = a om

1
j0a2/3a = §j0a =co/a = co = §j0a2.

Svar:

B — jo(p*/3a)e, 0<p<a .
jO(a2/3p>e<p p=>a

Anmdrkning: En fullstindig 16sning kraver ocksa att man kollar div(B) = 0 (det
visades under kursens gang, och jag hoppar 6ver det hér).

. (Jag bara ger en skiss.) (i)
j=—Dgradn

dar D > 0 ar en konstant som karakteriserar spridningeférmagan av bakterierna.
(Detta dr en variant av Fouriers lag och ofta kallas Ficks lag.)

(i)
d
— ndV:—j{jS—l—k/ndV
dt Jy v v
———

:fv nedV



dédr £ > 0 &ar en konstant som karakteriserar hur snabbt bakterierna forokar sig.
Gauss satsen ger

/ (n¢ +div(j) — kn)dV = 0.

Volymen V ér godtycklig =

ny + div(j) = kn|.

(Detta dr en variant av kontinuitetsekvationen med kéllterm.)

Med j = — D grad n far vi partiella differentialekvationen

\ni — DAn = kn| (PDE),

(detta partiell differentialekvation (PDE) &r en variant av diffusionsekvationen
med kéllterm). (iii) n - jlac = 0 och j = —DVn ger Neumann randvillkor (RV):
Normalderivatan av n ar noll vid randytan dC' till cylindern C, dvs.,

n- V?”L‘aczo =0 (RV)
dédr n &r normalvektorn till randytan 9C.
(iv)
(BV),

0 annars

n(r,t =0) = {N0/|V| (0<p<R/2,0< z<R)

dir |V| = (R/2)*m - R = mR?/4. (Detta &r ett begynnelsevillkor (BV).)

N:/ndV
c

d
—N =kN
dt
pga randvillkoret (flodet in eller ur cylinders randytan &r noll), och N(0) = N

(BV). Detta ger

uppfuller

N(t) = NyeM,
oberoende av detaljarna.

Anmdrkning: I kursen SI1200 kommer kommer du att lira dig att berékna n(r,t),
och att modellen ovan (dvs., PDE, RV and BE) har en entydig 16sning.



