Losningsforslag till Tentamen i Modern Fysik (SH1014)
09.00-14.00, 2020-01-11, KTH, Stockholm

Betygskriterierna ar foljande:
A:36-40, B:32-35.5, C:28-31.5, D:24-27.5, E:20-23.5, Fx:18-19.5, F:0-17.5

1. Problem:
En partikel med massan m = 1 u befinner sig i en harmonisk oscillatorpotential
med fjaderkonstanten . Man observerar att partikeln fran sitt grundtillstand bland
annat kan absorbera ljus med vaglangderna 503 nm och 754 nm och har kunnat slu-
ta sig till att dessa 6vergangar maste vara bland de fyra forsta exciterade tillstanden.
a) Bestam fjidderkonstanten . [2 p]
b) Hérled for den tidsoberoende Schrédingerekvationen vad grundtillstandets ener-
giegenvirde blir i termer av m och wy, givet att den enklaste vagfunktion som upp-
fyller Schrédingerekvationen 4r en Gaussian pa formen ¥(z) = C e=o2*/2, [3p]
Losning:
a) Energin for en harmonisk oscilltor ges av:

1
E, = (n—|— 2) hwy, mn=0,1,23,...

dar wg = \/Ii/im Energiskillnaden, AE, mellan tva nivier ny och ny, motsvarar
vaglangden, A, for ljusfotonen:

AFE = (TLQ — nl)hwo = %

Vi loser ut vaglingden, A, och sedan fjaderkonstanten, x:

2mhe 2me 2me m
)\ = = = —_
(ng —mi)hwy (2 —mn1)wy na2—mn1\ K
4m2me?
K

- A2(ng —mq)?

For de tva olika vaglingderna i uppgiften s& kan vi anvinda AE = he/) och
saledes har vi:

AE; = [\ = 755 nm] = 1.645 [eV]
AE; = [Ay = 503 nm] = 2.465 [eV]

Vinoterar att A F5 /A E; ligger néra 1.5 och inser att excitationerna gar fran grund-
tillstandet (n; = 0) till ny = 2 respektive ny = 3. Vi viljer 6vergangen n; = 0 —
ng = 2 och raknar ut fjaderkonstanten:

Ar?me®  wme®  72931.502-106-1.602 - 1017

= = = = 2 4 N .
N2-02 2 755109 584 [N/m]

K



b) Schrodingerekvationen:

7 d(a)

Com da?

+ gha?(e) = By ()
Satt: w = \/k/m:

h? d? 1
o ;/;(;) + §mw2x2w(a:) = Ey(x)

Ansitt: 1(z) = Ce™**"/2 (Gaussian):

dl/’(l‘) — _CQxae—a;c2/2 — _Cawe—ax2/2
dx 2
d? 2702
C;/;(;U) =C x204 2e™ /2 _ Cae=2a/2 = Qe—ax®/2 [a2x2 — a] .

Satt upp Schrodingerekvationen med denna vagfunktion:

h? 1
— —C’(f““”z/z[042$2 —al+ “mw?s?Ce=o%’ /2 = ECeoa"/2
2m 2
h? 1
— T[a2x2 _ a] + §mw2x2 — E
m
Vi identifierar termer (2° och x.2):
ha _
2m
o, 1,
—%a + imw =0

Den nedre ekvationen ger & = mw/7, som instoppat i den 6vre ger: £ = hiw/2.
Detta ar grundtillstandets energiegenviarde som vi sokte. (Denna energi kan forstas
uttryckas som E = (h/2)+/x/m om man vill.



2. Problem:
En stav fiardas i mycket hog fart, v, langs x-axeln, relativt en stillastdende observa-
tor. Staven har vinkeln 6y gentemot x’-axeln, och lingden Lo, i sitt eget referens-
system.
a) Vad blir dess langd L i det stillastdende referenssystemet? Forenkla sa langt det

gar. [3 p]
b) Vad blir dess vinkel 6 i det stillastdende referenssystemet? Forenkla sé langt det
gar. [2 p]
Losning:
a) Vi har, i systemet S, stavens projicerade lingd fér 2’ och y':

Az’ = Ly cos by

Ay’ = Lgsinfy

Lo = BT+ By

Langdkontraktion ger, for systemet S:

Ax’ 2
Azr =22 = 1—U—L0cos90
¥ c?

Ay = Ay’ = Lgsinb,

2 2
L= AP+ (Ay) = \/ Locosfo | r2sin? 0, =
Y

1 2
= LO\/2 cos? 0y + sin® 6y = Lo\/(l — U—Q) cos? 0y + sin? 6.
5 c

Till slut sé far vi langden i S:

02
L = Lo\/1 — — cos? bp.
c

b) For vinkeln, 6,1 S, sa har vi:

% _ LQ sin 90
Az \/WLO cos g

Vi far saledes vinkeln 01 S:

tanf = =~y tanfy.

0 = arctan(vy tan ).



3. Problem:

IBohrmodellen antar man att elektronen ror sig i Coulombpotentialen for en punkt-
formig laddning och att rérelsemangdsmomentet for de stabila elektronbanorna &r
kvantiserat med L = nh.

a) Hérled, med klassisk fysik, ekvationen som ger radien f6r elektronbanorna som
funktion av kvanttalet n, dvs: 7, = n2ao. [2 p]

b) Anvind nu den kvantmekaniska l6sningsmodellen for att visa att Bohrmodel-
lens radie, som funktion av n éverensstimmer med den mest sannolika radien for
just de tillstind som har kvanttal: | = n — 1. Visa detta for fallen da n = 1,2,3
samt att det inte stimmer for valfritt fall da [ # n — 1. [ 3 p]

Utover de vagfunktioner som finns i formelsamlingen anger vi hir dven den radiella
delen for 3d-tillstanden:

2
R _ 4 Le—r/SaU
327 81130427 a3

Losning:

a) Klassiskt s& har vi: L = 7 X p = rp = mur, och med villkoret ovan: mvr = nh.

Vi far alltsa:

nh
v=—"-.
mr

Vi sitter nu centripetalkraften lika med Coulombkraften:

1 €2 mu?

4eg 12 r
Om vi kombinerar de tva ekvationerna ovan sé far vi:

1 e? mn2h?
dmeg 12 rm2r2
o, hPdmeg

me?

Sa vi far r,, = agn?, dir ag = h?4req/(me?).

b) Vi har for sannolikheten P och radien r f6ljande samband:
P(r) = [rR(r)|?

dir R(r) ar den radiella vagfunktionen.

Vi visar det eftersokta sambandet angaende radien for tillstainden 1s, 2s, 2p och 3d
genom att soka efter nollpunkter i derivatan.

1s: (I=n-1)
d( 21{(7 )2) d 2 —2r/ag —2r/ao
0_7_7(706 )—26 (r—1/ap)

= r = ap = r = n’ag (som Bohrmodellen).

2s: (I=n-2 # n-1)

d 2\ 2 472 9p3 4
0= - lTQ (1_27;l> e—r/ao] = ¢~ /a0 <2r_7‘+7“2_47“2> .
0 Qg ag ag



Har kan man 16sa ekvationen, eller sitta in antagandet r = 4ag. Vid det senare far
vi att

0 =8ag —4-16ag + 2 - 64ag — 64ag = 8ag # 0.

Alltsa ar detta ingen losning och det ar inte som Bohrmodellen.

2p: (1=n-1)

0= d [7’464/@0} = /0 (4r3 - 7‘4/00) =rde7/% (4 —r/ag)

= r = 4ag = r = n’ay (som Bohrmodellen).

3d: (I=n-1)
d ( ( f
0= - [7‘66727"/5(10} — ¢~ 2r/3a0 (67’5 _ 27’6/3110) — 9p8e—27/3a0 (3 — T/3ao)
r
T
0=3——
3a0

= r = 9ag = r = n’agy (som Bohrmodellen).

Vi ser att samstammighet till Bohrmodellens radie stimmer for 1s, 2p, 3d (som alla
har 1=n-1), men inte for 2s (som har 1=n-2).

Ovanstaende egenskap som alltsd giller for [ = n — 1 kan ocksa litt visas for
godtyckligt n, men vi gor inte det har.



4. Problem:

Man dopar ofta halvledare for att fa tillgang till fria laddningsbarare. Ett sétt att
dopa kisel ar att anvénda fosfor. En fosforatom, med fem valenselektroner, omgi-
ven av kiselgittret, kan d& modelleras som en viteliknande atom f6r vilken den
"6verblivna", sa kallade donatorelektronen, ser en effektiv laddning +e da resten
av kdrnladdningen avskdrmas. Eftersom denna atom inte befinner sig i vakuum
s& méaste man i sin formalism ersitta dielektricitetskonstanten ¢y med € = (e,
dar konstanten €2 beror av det omgivande materialet. Elektronen &r inte heller fri
att rora sig i vanliga orbitaler utan foljer en dispersionsrelation som vi sitter till
E = AE?, vilket ger den en effektiv massa, meg, istillet for den fria elektronmas-
san. Givet att 2 = 12 for kisel, och A = 1.2 - 1073® J2s? /kg, hur mycket energi
kostar det att frigora donatorelektronen fran sitt grundtillstand? [5 p]

OBS att enheten for A var felangiven i originallydelsen.

Losning:

Energin, F, for en elektron i en vitelik atom, (med korrektionen av ¢, enligt upp-
giften) kan skrivas:

Mege? 1 —13.6 [eV] meg

_2(471'(250)27‘12 n?2 2n2 me

Hir har vi satt Z = 1, dvs vi har anvéant insikten att elektronen bara ser laddningen
+e fran kdrnladdningen.

Fran formelsamlingen fér f6ljande uttryck for den effektiva massan:

daze\ !
2
Meft = I (dk)

. Med det i uppgiften givna uttrycket £ = Ak?, sa far vi:

d2&
— =2A.
dk?

Detta ger, for energin for grundtillstandet (n = 1):

—13.6 [eV]R®

E = —-— =
0212 .24Am,

o= —47.7-1073[eV].

En frigjord elektron motsvarar n — oo, dvs £ = 0. Energin som krévs for att
frigora donatorelektronen &r skillnaden mellan energin f6r n = 1 och n — oo, dvs
uttycket ovan med omvént tecken. Energin som kravs &r alltsa ca 48 meV.



5. Problem:

Kapten James T. Kirk har fatt en ny gammapistol i julklapp av Mr. Spock och han
ar nu sugen pa att testa den pa sin skjutbana ombord pa rymdskeppet Enterprise.
Han stéller sig ca 10 meter fran méaltavlan och siktar. Men plétsligt sa blir han lite
orolig for att gammastralningen kan spridas tillbaka mot honom medelst Comp-
tonspridning nar han skjuter gammafotoner mot maltavlan. Maltavlan bestar av
metall.

a) Antag forst att Comptonspridningen sker i endast en punkt, och att Kirk har
stéllt in gammaenergin pa sin pistol till 511 keV. Med vilken gammaenergi kommer
gammafotonerna (som sprids fran maltavlan) rakt tillbaka mot Kirk? [1 p]

b) Uppmuntrad efter att ha 16st problemet i a) s& bérjar Kirk vrida upp energin pa
sin gammapistol. Men han har glomt en sak: gammastralningen kan ju spridas tva
ganger (med vinkeln 6, respektive §; = 180° — 6;) och sedan tréffa honom dnda.

« Ta fram uttrycket (forkortat s& mycket som mojligt) for energin pa fotonerna
som traffar Kirk efter tva spridningar i maltavlan. [3 p]

+ Om Kirk vrider upp gammafotonenergin till mycket hoga varden, finns det
en grians for hur hog fotonenergin som sprids tillbaka (efter tva spridnings-
punkter) kan bli? I sa fall, vad ar gransfotonenergin? [1 p]

Losning:

For Comptonspridning sa géller foljande samband:

1 1 1—cosf

E' E m.c?
Vi léser ut B’ och sitter in § = m och £ = 511 keV:

1 1 511
= g = 7 =g = 10k,
mec? E 511 511

sa svaret i a 4r alltsa 170 keV. For uttrycket for tva spridningar sa kallar vi (som
tidigare) fotonenergin fran pistolen foér E, fotonenergin efter 1:a spridningen foér
E’ och fotonenergin efter 2:a spridningen E”. Vi har da:

1 1 1-—costh

EE  me®

1 1 1-—cosfy 1—cos(m—bh)
E' E mec? Mec? '

Vi léser ut £ som ovan och sitter in i uttrycket med E”:

1 1—6050+ 1\ 1-—cos(m—06y)
E" MeC? E) MeC?
E// 1 o ].
cos(m— - 2 i
Loeosrt) (Ll 4 L) et
dér vi har anvént det trigonometriska sambandet cos(m — x) = —cos(z). Energin

i bakatriktningen ar alltsa oberoende av ;. Darmed sa har vi uttrycket som ef-
terfragas i b. Vi noterar att sambandet for tva spridningspunkter 4r identiskt med
uttrycket for en spridningspunkt.

For att undersoka vad som hénder nér Kirk gar mot hoga fotonenergier sa later vi £
ga mot odndligheten. Da reduceras uttrycket ovan till m.c? /2 = 511/2 = 256 keV.
Comptonspridningen i bakatriktningen ger alltsa inte hogre energier 4n sa, vare sig
for en eller tva spridningspunkter.



6. Problem:

Under tiden som Kirk leker med sin gammapistol sa arbetar Mr Spock med viktigare
saker. Han har byggt en elektrontarget (med praktiskt taget stillastdende elektro-
ner) och nu arbetar han med en elektronaccelerator for att studera e-e-kollisioner.

Vid en e-e-kollision betraktat fran masscentrumsystemet, s& kommer de tva elektro-
nerna fran varsitt hall med lika stor kinetisk energi, EI. Spock har for sitt forsta
testexperiment valt denna kinetiska elektronenergi till ES2 = 10 [MeV].

Vilken kinetisk elektronenergi, 12> maste Spock stilla in pa sin elektronaccelera-
tor (i labsystemet) for att uppfylla kravet ovan? Ange svaret i enheten MeV. [5 p]

Losning:

Talet kan 16sas pa flera sitt. Vi borjar med att anvinda det faktum att foljande
uttryck &r invariant, dvs oberoende av inertialsystemsbyte:

E2
7_]72 ngCQ

I uttrycket sa dr E systemets totala, relativistiska energi, och p &r den totala rorel-
semangden. Vi kan saledes skriva:
(Ellgg + 2m602)2
2

(2B + 2mc?)?
2

- (0)?
Vihar ocksa ett annat uttryck, for den ena elektronen, den som ror sig i labsystemet:

(B3P + mc?)?

— (P1an)? =

2 - (plab)2 = micQ
Vi kan nu eliminiera p,p:
(EII:IE + Qmec2)2 _ (Ellgrl: +m662)2 N (QEEE + 2m662)2 22
2 2 = 2 mec
Elab _ 4(ER)? 4 8(Egn )mec? .
kin — 9 2 -
MeC

g 2
2m, > ((kmz + 1) — 1) =
MeC
2.0.511 10 +1 i 1| =
' 0.511 B

= 431.4 MeV.

Vi ser att Spocks accelerator méaste klara att accelerara elektronerna till drygt 431 MeV.

Alternativ 16sning:

Aven utan kunskap om det invarianta uttrycket ovan s& kan vi lsa problemet,
t.ex. med hjalp av hastighetstransformationer. Vi later masscentrumsystemet réra
sig med hastigheten v i férhallande till labsystemet. Hastigheten pa den infallande
elektronen dr u i labsystemet och u’ i masscentrum. hastigheten pa den stillastden-
de elektronen &r da forstés lika med 0 i labsystemet och —u’ i m.c.-systemet. Vi no-
terar sedan att den stillastdende elektronen har hastigheten —v i m.c.-systemet, dvs
vi har v/ = v. Lorenztransformationen for hastigheter, f6r den infallande elektro-
nen, kan saledes skrivas:




Vi anvander sedan foljande samband mellan kinetisk energi, E), och hastighet:
E, = mecz(’y -1).
Applicerat pa vart problem skriver vi nu:
B = mec?(y — 1) = mec? <1 —1>
in € - €
-
Om vi skriver detta uttryck i m.c.-systemet, och bryter ut u’/c s& far vi istillet:
<u’ > 1
— )= 1-
c (% 1

Om vi vill undvika mer algebra sa kan vi nu direkt sitta in det givna vérdet pa F;j0
och rikna ut hastigheten u'/c, sedan transformera till u/c och till slut rikna ut
Eigy.

Men det gar forstas ocksa utan problem att kombinera formlerna ovan for att fa
fram ett uttryck som ger E[2> som funktion av ES™. Efter lite knipande sa ser det

ut sdhar:
Egm 2
2mec? ((k”; + 1) — 1>
mec

Dett uttryck ar forstas indentiskt med den forsta versionen av 16sningen ovan och
ger aterigen, med insatta virden, en kinetisk energi pa 431.4 MeV.



7. Problem:

Dr. Leonard McCoy, Chief Medical Officer ombord pa Enterprise, r intresserad av
att mita blodvolymen hos en av sina patienter. Han anvander radioaktivitet for att
bestimma volymen pa foljande satt:

Dr. McCoy preparerar férst en 16sning som innehaller 2#Na, en radioaktiv natrium-
isotop med halveringstiden 15.0 h. Patienten injiceras med 0.5 cm?® av 16sningen
som vid den tidpunkten har aktiviteten 108 uCi per liter. Losningen blandar sig
med blodet. Fem timmar efter injektionen (d4 vi med god marginal kan anta att 19s-
ningen ar helt utblandad med allt blod) tas ett blodprov pa 2.0 cm?, och aktiviteten
pa detta prov méts upp till 32 sonderfall per minut. Bestim patientens blodvolym

(i liter). [5 p]-
Losning:

For aktiviteten som injiceras har vi:
Ag=05-1073-108 - 1076 - 3.7 - 10'° = 1998 [Bq]. Uttrycket for aktivitet som
funktion ger virdet efter 5 timmar:

A= Age N = Agetm2/t2 = 1998 . ¢~ M2 (5/15) — 1585 8 [Bq.

Aktiviteten pa provet, A,.ov = 32/60 Bq forhaller sig till A som provvolymen,
Vprov till totalvolymen, V:

Vprov _ Aprov
v A
Virow A 0.002 - 1585.8
1% prov: — = 5.9468 [1].
Aprov 32/60 ]

Blodvolymen ar ca 5.95 liter.



8. Problem:

Det ar ofta svart att direkt méata massan for atomer/atomkéarnor som har kort hal-
veringtid. I vissa fall kan dock massan berdaknas med stor noggrannhet utifran ex-
perimentella data for atomkarnans sénderfall.

Den radioaktiva nukliden 2!?Po (t; /2 = 0.3 ps) sénderfaller till den stabila nukli-
den 298Pb (atommassa: 207.976652 [u]) med alfasénderfall. Experimentellt sa ob-
serveras en kinetisk energi for alfapartikeln pa 8785 keV.

a) Berékna alfasonderfallets Q-virde. [2 p].

b) Beriikna atommassan (i atomira massenheter [u]) for 212Po. [3 p].

Losning:

For sambandet mellan alfapartikelns kinetiska energi, E, och Q-virdet sa anvén-
der vi oss av rorelseméngdens bevarande samt att den frigjorda energin, @), forelar
sig som kinetisk energi pa alfapartikeln och dotterkarnan:

maVq = MRUR
2 2
maUg, + mRvR.

:EOé E =
Q + ER B 5

Efter lite algebra sa far vi:

4
=B, (1-—) =8954 keV,
Q ( 208) 8954 keV

vilket ger svaret for a. Vi har anvint approximativa massor (heltal i enheten u) i
uttrycket ovan. Det ger endast ett litet fel eftersom 1 > 4/208. Har har vi riknat

med klassiska formler. Det ar rimligt eftersom den kinetiska energin ar avsevért
mindre 4n alfapartikelns viloenergi m,c? som ligger i storleksordningen 4 GeV.

For att fa atommassan for Po-212 sa skriver vi upp forst uttrycket for att betrakna
Q fran de atomira massorna, och loser sedan ut massan for 212Po:

Q = Amc® = [m(*"*Po) — m(**Pb) — m(*He)] ¢*

m(***Po) = m(*®Pb) + m(*He) +

RO

8.957 [MeV][u]

= 207.976652 [u] + 4.002603
[} + Y+ 31502V

= 211.9889 u.

Detta virde 6verensstammer (till 4:e decimalen) med den publicerade/tabellerade
atoméra massan for Po-212.



