KTH

Fysik

Tentamen i Fysikens matematiska metoder
SI11200; SI1140 Del 2; S11143

Torsdagen den 5 juni 2025 kl 8:00 — 13:00

Anteckna pa varje blad: namn, personnummer, och problemnummer.
Tillatna hjilpmedel: bara formelsamlingen som delas ut

Obs! Minirdknare ej tillaten.

Notera gérna dina bonuspoéng pé din tentamens forsta sida.

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)
Losningar: Kommer att finnas pa kurshemsidan (Canvas)
Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medféra podngavdrag.
Infér och forklara konstanter och symboler du behé6ver!
Notation: ug(z,t) = %u(m,t); f(x) = d];(f); z € R betyder —oco < z < 0o
OBS: Om inget annat skrivs sa kan man fa full poédng &ven om man inte berdknar

alla integraler.

1.

! Beriikna funktionen u(r,t), 0 <r < R och ¢t > 0, som uppfyller féljande villkor,

2
g (1,t) — & |y (r, 1) + ;uT(r, )y =0 (0<r<R,t>0),
[u(0,8)] <oo, wu(R,t)=0 (&>0),
u(r,0) = ugd(r —ro), w(r,0)=0 (0<r<R);

R>0,¢c>0,uy>0,0<ry <R ar konstanter. Alla integraler skall berdknas for
full poéing. Ledning: u,, + 2u, = 29?(ru). (6p)

. (a) Bestam u(z,t), 0 <x < L och t > 0, sa att foljande villkor &r uppfyllda,

u(x,t) — aug,(x,t) =0 (0<z< L, t>0),
u(0,t) =Ty, u(L,t) =Ty + Ae ™, (t>0),
u(z,0) =T, (0<z< L)

dér a > 0, L > 0, Ty > 0, A > 0, och A > 0 &r konstanter. Ledning: (i)
Ansatsen u,(z,t) = ¢+ U(x)e ™ ger en partikuldrlosning. (ii) \/gé ¢ Z. (iii)

foa SlH(b$> Sil’l(CQ?)dQ? _ csin(ab) cos(al;):l;cos(ab) sin(ac) ) <4p>

(b) Ange en detaljerad fysikalisk tolkning av problemet! (2p)

Bestdm funktionen y(z), 1 <z < 2, som uppfyller y(1) = 2 och sa att integralen

/1 (2 (2)? + 29(x)? — dy(a))de

ar stationdr (y(2) dr obestdmnd, och y/'(z) = dzl(;)). (6p)
(v.g.v.)

!'Dina bonuspoing fran hemtalen under VT2025 adderas till dina poing pa uppgift 1, dock kan du
maximalt f& 6 podng fran uppgift 1 och hemtalen tillsammans.



4. Homogena cylindern z? +y? < R? som #r mycket lang (s at man kan anta z € R),
befinner sig vid tiden ¢ = 0 i temperaturjamvikt med konstant temperaturen 7j.
Vid tiderna t > 0 ar temperaturen vid randen 2% +1y? = R?, 2 € R konstant och lika
med 77 > Ty. Stéll upp en matematisk modell fér temperaturutvecklingen inom
cylindern vid tiden ¢ > 0, och 16s modellen. (2+4p)

5. En mycket lang och mycket tunn rak trad har en konstant laddningstidthet ¢ (i
C/m). Traden ligger i symmetriaxeln av en cylinder med radie R. Elektriska
potentialen vid cylinderytan &r ug cos(p), dar ¢ dr en vinkelkoordinat langs cylin-
derytan och ug > 0 &r en konstant. Bestdm den elektriska potentialen i cylindern!

(6p)

Ledning: Elektriska potentialen uppfyller Poissonekvationen —Au(r) = p(r) déar
p(r) dr laddningstiatheten (i C/m?) som beskrivs i texten. Losningen till inho-
mogena PDE:n i hela rummet (utan cylindern) kan ge en partikuldrlosning. En
16sning till specialfallet ¢ = 0 av problemet kan ge delpoéng.

6. Funktionen U(z,y,t), dir (z,y) € R? och ¢t > 0, uppfyllder differentialekvationen
Ut(-r? Y, t) - aUmz(-ra Y, t) - bUyy($, Y, t) = 07

och villkoren
lim  U(z,y,t) =0,
x24y2—00
U(z,y,0) = Up exp(—+"(a” + 7)),
dér a > 0, b >0, Uy > 0 och k > 0 ar konstanter.

Ange definitionen av Greensfunktionen till problemet, och berdkna Greensfunk-
tionen! Alla integraler skall berdknas for full podng. Ledning: Anvénd Fourier-
transformen tva ganger: en gang med avseende av z, och en gang med avseende av

y. (6p)

LYCKA TILL!



Losningsforeslag till tentamen i Fysikens matematiska metoder 250605
I TYPED THIS QUICKLY: PLEASE LET ME KNOW BY EMAIL IF YOU FIND
ANY MISTAKES/TYPOS. THANKS.

1. Ansatsen
= Z fa(r)gn(t)
ger foljande problem for funktionerna f,(r),

) = 27 = ) = M), 1FO)] <00, (R)=0,

och g,-problemet ar
G(t) + cAAg(t) = 0.
Alla 16sningar till f-problemet ar

1
n = —sin(k, ) kn:_: )\n:kz
£ulr) = ~sin(her) z :
och den allménna losningen till g-problemet &r

gn(t) = a, cos(kpct) + by, sin(ky,ct).
Detta ger allménna l6sningen till PDE och RV:

1
u(r,t) = Z . sin(k,r)[a, cos(knct) + by, sin(k,ct)].
n=1

BV ger
1
Z —sin(k = upd(r —ro) =
-
n=1
fOT Sm(ﬂuoé(r —ro)ridr 2 270
Ay = fOR s1n(rk:;'r') dr — EUO Sln(k T())TO = UOE SlIl(l{,'n’f’O)7
=1
0) = —sin(k,r)k,cb, =0 = b, = 0.
w(r, 0) g . sin(k,r)knpc
Svar:
2 =1
u(r,t) = %uo 2 . sin(k,r) sin(k,ro) cos(knct), k, = n%

2. (a) Ansatsen u,(x,t) = Ty + U(z)e ™, PDE och RV ger

U'(a) + £2U(2) =0, U(0)=0, UL)=A4, & := 3 = Ulz) = A:EE:E%

(vi definierar  for att fa enklara formler nedan). Ansatsen u(z,t) = u,(z,t)+v(z,t)
ger

v(x,t) — avg(x,t) =0  (0<x < L,t>0),

v(0,t) =0, wo(L,t)=0, (t>0),

v(z,0) = —AS”‘(’“” (0<xz<L).

sin(kL)




Detta har 16sningen

o0
v(x,t) = ch sin(knz)e™ ™t ¢, = —
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Integralen kan berdknas med ledningen:

2A  kysin(Lk) cos(Lk,) — kcos(Lk)sin(Lk,)  2Ak,(—1)""

Cp =

~ Lsin(xL) K2 — k2 L(k?—k2)
Svar:
sin(ka) _y, w24k, (1) —ak2t d
1) = Ty + ASEL) 2T Gn(kyr)e ™k = n
u(x,t) =To + sin(/fL)e 2 Tint — K2 sin(k,x)e nr
(OBS att med A%e*)‘t = — > ¢ysin(k,x)e kan detta skrivas som

= 2Aak,(—1)"1 . _ 2 T
u(z,t) =Ty + ; L(akf% _))\> sin(k,x)(e ™ — et k, = ny. (1)

)

(b) Vérmeledning i en stav av langd L isolerad vid mantelytan. Vid tiden ¢t = 0 &r
staven i temperaturjdmvikt med konstant temperatur 7Ty. Stavens randtemperatur
vid x = 0 ar lika med ¢y for all tider ¢ > 0, men i randpunten x = L &ndras
temperaturen abrupt till 7o + A, men denna randtemperatur minkar exponnentiell
mot T; for storre tider.

. Enligt teorin skall vi 16sa Euler-Lagrange ekvationen

d 9L oL
dz 0y (z)  Oy(z)

med randvillkoren

oL
8y/(x) =2
dar L = 2%y (z)* + 2y(z)? — 4y(x). Detta ger

y(1) =2,

=0,

ODE kan skrivas som
22y (z) + 20y () — 2y(x) = —2.

Det &r en inhomogen linjir ODE med en partikuldrlosning y,q+(z) = 1 och den
allminna homogen 16sning yYpom () = c12 + cox~? (dérfor att ansatsen y(z) = z*
och hom. ODE ger A(A + 1) — 2 = 0, som har 16sningar A = 1, —2). Den allménna
16sningen till inhomegena ODE &r

Y(T) = Ypart(T) + Ynom(2) = 1 + 12 + cox™ 2.



RV ger

C2

y(l):1+01+62:2, y/(2)201—202273201—220,

Detta ger co =4cy, 1 +¢1 + 41 =2 = ¢4 :%7 Q:%_
Svar: y(z) =1+ 12+ 5.

. Temperaturen i cylindern kan modelleras med funktionen 7'(r,t) dar r = /22 + y?
ar avstandet fran symmetriaxeln och ¢ > 0 tiden. Modellen &ar

Ti(r,t) —a(AT)(r,t) =0 (0<r < R,t>0)
|T(0,t)] <oo, T(R,t)=T, (t>0) (2)
)=Ty (0<r<R),
dér a > 0 &r virmediffusiviteten i cylindern, och (AT)(r,t) = T,(r, t) + 1 T,(r, t).
Ansatsen T'(r,t) = T1 4+ u(r,t) ger
ug(r,t) —a(Au)(r,t) =0 (0<r < R,t>0)
0(0,0)] < 00, uW(R,E)=0 (t>0) 3)
u(r,0) =Ty —Ty (0<r<R),

som kan losas med ansatsen
u(r’ t) = Z fn<7a)gn(t>

dar
—(Af)(r) =Af(r), [f(0)] <oo, f(R)=0
och
g+ adg(t) =0.

f-problemet har losningarna

Fulr) = Jolknr), k= 202 N, = k2

dér ap,, dr nollstdllarna till Besselfunktionen Jy(2): Jyo(ay,) = 0, och motsvariaga
16sningen till g-problemet &ar

—ak2t

gn(t) = cpe

Detta ger den allménna l6sningen till ODE och RV:

u(r,t) = Z anO(knr)e’“k%t.
n=1

BV ger
0 R
To —T1)Jo(kyr)rd
ZCnJ()(k'n’f‘) == To - T1 = Cp = fO ( OR 1) 0( T)T ! = (T() - Tl)Cn
n=1 Jo Jo(knr)?rdr



Detta ger svaret

Qon

R

T(r,t) =T+ (To —T1) Y _ Codolkar)e ™ot k, =
n=1

dar C,, = fOR Jo(kpr)rdr/ fOR Jo(k,7)?rdr kan beriknas (men det krivs inte for full
poéng).

. (Det &r lika som problem 5.8 i 6vningsboken som gjorden i en évning)

Problemet lyder
—(Au)(r) = qd*(r), u(r)|jr=r = uocos(yp). (4)

Enligt formelbladet har inhom. ODE en 16sning

Upart(r) = =2 In(r/R)

2m
dar r = y/x2 + y2. Ansatsen
4
u<r7 ()0) - _ﬁ 11’1(7"/R> + U<T7 ()0)

ger
1 1
o (r, @) + —vn(r, ) + 50e, =0 (0 <7 < R)

[0(0,9)| < o0, v(R,p) = ugcos(p)
(pga Upart(R) = 0). Ansatsen v(r, @) = f(r) cos(p) ger ODE problemet

1
frr)+—f(r) = f(r) =0, |f(0)] <oo,  f(R) = uo.
Ansatsen f(r) =r* ger A2 —1=0 — X\ =1, —1, som ger den allmiinna l6sningen
f(r)=car+ %

RV ger ¢o =0, ¢; = up/R.

Svar: q ,
u(r, p) = —ﬁ In(r/R) + uoﬁ cos(p).

. Greensfunktionen G = G(z,y,t;2',y,t') ar lika med 16sningen till problemet

Uz, y,t) — aUp (2, y,t) — bUyy(z,y,t) = 0(x — 2")o(y — ¢y )o(t —t') (x,y € R, t > 0),
lim  U(x,y,t) =0 (t>0)

x24y2—00
U(z,y,0) =0 (z,y €R),
(5)

dar z/;y' € R och ¢ > 0.



Fouriertransformen

Uk,t) =0(t — t’)e_(“kg%ki)(t—t’)e—iﬁﬁ’

dér 6 ar Heavisidefunktionen. Detta ger

. 2
U(7,t) = / Ot — t')e (kHIRG 1) gik-(7=17) K
’ R2 (271')2
_ Q(t N t/)/e—ak%(t—t’)eikz(w—m’)%/e—bkg(t—t’)eiky(y—y’)d_k:y
R 27 Jr 21’
som kan beridknas och ger
. / 1 A !\2 4, t*t/ ]. ()2 4b t*t/
U t) = 0(t —t') ———e (e—a')/da(t=t") __—  o—(y—y')*/4b(t—t")
Ama(t — 1) Amb(t — )
Svar:
G(ZL‘, Y, ta :E,a ylv t,) = GO(:I: - Qf/, y—= ylvt - t,)
dar

1
Go(x,y;t) = 0(t) o~ %% /at—y? /4bt

47 \/%t



