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TENTAMEN, DEL 2
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NUMERISKA METODER, GRUNDKURS
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Réttas endast om Del 1 ar godkénd.

Betygsgrans: 10p D, 20p C, 30p B, 40p A. Maximalt antal podng 50.

Svar skall motiveras och utrdkningar redovisas detaljerat. Korrekt svar utan motivering eller
med felaktig motivering medfér podngavdrag.

Inga hjialpmedel ar tillatna.

P1. Michaelis-Menten-ekvationen beskriver enzymatiska reaktioner dar ett enzym omvandlar
ett substrat (S) till en produkt (P). Ekvationen ges av
v = Vmamc , (1)
K,+C
dar v ar reaktionshastigheten, C' &r koncentrationen av substratet, V,,q, &r maximala
reaktionshastigheten och K, dr Michaelis-konstanten.

I tabellen nedan finns experimentella data uppmétta en gang i minuten.

¢ |min] 0 1 2 3 4 5
C M| | 50 46 43 41 40 39
v [pM/min| | 4.55 4.51 4.48 4.46 4.44 4.43

a) Virdena pa tiden t och koncentrationen C i tabellen ska anpassas med hjilp av minsta
kvadratmetoden till ett andragradspolynom, C(t) = P»(t).
Stall upp det Overbestdmda linjéara ekvationssystem som erhalls nar alla varden pa
C och t i tabellen anvénds for att bestdmma P»(¢). Element i matriser och vektorer
ska tydligt framga och virdena fran tabellen ska anvdndas. Du behover inte 16sa
systemet.

Lésning: Vi sitter in data fran tabellen i modellen Pa(t;) = co + c1t; + cot? didr
1=1,2,3,4,5,6. Detta ger ekvationerna

5.0=1co+c1-0+4co- 02
4.6:co+01‘1+02-12,
4.3:60—1—01-2—}—02-22,
41=cy+c1-3+cy- 3%
40=co+c1-4+cy- 42,
3.9 = acy + 15+ ¢ - 52,

och det overbestdmda ekvationssystemet blir

10 0] 5.0
11 1 4.6
12 4| P |43
13 of |9~ |41
1 4 16| L2 4.0
525 579
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b) Antag att du har 16st minsta kvadrat-problemet, dvs beriknat koefficienterna i Pa(t).

Ange ett uttryck for minsta kvadrat-felet for det 6verbestdmda ekvationssystemet i
a)-uppgiften.

Losning: Minsta kvadrat-felet for ett linjart ekvationssystem AZX = b ges av
2-normen av residualvektorn, dvs ||F]la = [|[b — AZ||2. For det 6verbestdmda
ekvationssystemet i a)-uppgiften far vi

5.0 10 0
4.6 11 1
U ] I PR
= |41 13 9| (|
4.0 1 4 16| 1
39] |1 5 25

och vi kan stélla upp uttrycket for kvadraten av minsta-kvadrat-felet enligt

||FH§ = ((5.0 — 00)2 + (4.6 — (C() +c1 + Cg))2 + (4.3 - (Co + 2¢1 + 402) 2
(4.1 = (co 4 3e1 4+ 9¢2-)) + ((4.0 = (co + 4e1 + 16¢1))? + (3.9 — (co + bey + 25¢2))%

Bade ||7]|2 och |73 minimeras av minsta kvadrat 16sningen. Den senare kallas i
Sauer “the squared error” (sektion 4.1). Viktigt att det framgar vilken kvantitet
man har uttryckt, och var den kommer fran, s att man inte bara skriver ner
summan.

Nu ska du istéllet studera hur reaktionshastigheten v beror pa koncentrationen C' genom
att bestdmma konstanterna V4, och K, i modellen (1) med hjilp av data i tabellen och
minsta-kvadratmetoden.

c) Formulera om ekvationen (1) pa formen y(x) = ax + b, s& att data i tabellen ovan

kan anviandas for att stalla upp ett linjart minsta kvadrat-problem och bestamma
konstanterna Vi, och K,,. Relationerna mellan y,z,a,b och v, Vy,4z, K, C' ska
tydligt framga.

Losning: Om vi inverterar ekvation (1) far vi

1 - K, +C B K, 1 n 1
v VinazC Vinae C Vmax’

dvs
1 1 K,, 1

y=—-, €T = =, a = ) b: .
v C Vmaz Vmaz

Nér vi har bestdmt a och b sa ger detta K,, och V... Fler alternativ finns,
tex omskrivningen 1/C = (Vyae/Km)(1/v) + K, dvs da fas y = 1/C, z = 1/v,
a = Vmax/Kma b= K.

d) Stéll upp det 6verbestamda ekvationssystemet som fas genom att anvinda modellen

2(7)



KTH Matematik

i ¢)-uppgiften och all data i tabellen. Element i matriser och vektorer ska tydligt
framga. Du behdover inte 16sa problemet.

Losning: Vi sitter in data fran tabellen i modellen y;(z;) = ax; + b, i =
1,2,3,4,5,6. Detta ger ekvationerna

L o Lt
155 Y50
L .. Ly
151 Y1 :
L . Ly
148 41 )
L o L4
1446 a1
L o L4
444 Y0
L o L4
443 Y397

och det 6verbestdmda ekvationssystemet blir

s
5.0 4?5
1 _L
416 4151
w5 = |58
e
10 1 4.44
1 1
L3.9 - L4.43

P2. En seriekopplad RLC-krets beskrivs med differentialekvationen

d*Q dQ _
Lo+ R>+ 5=V, (2)

dar Q(t) ar laddningen péa kondensatorn, V (t) dr en palagd véxelspanning och L, R, C' &r
induktansen, resistansen och kapacitansen. Strommen I(t) ges av I(t) = %ﬁt). For att

16sa ekvationen behévs initialvillkoren Q(0) = Qo, d%go) = Iy.

(4 p) a) Formulera om ekvation (2) som ett system av forsta ordningens differentialekvationer.
Glom inte initialvillkoren.

L&sning: Med variabelsubstitutionen v = Q, w = Cfi—? far vi ekvationerna
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vilket ger systemet

] ) I B IR H R P

Initialvillkoren for systemet ovan ges av u(0) = Q(0) = Qo, w(0) = d%g()) = Iy.

b) Antag att L, R, C &r kinda konstanter och att V' (¢) dr en kind funktion. Formulera

Euler bakat for systemet i a)-uppgiften. Formulera ekvationssystemet som behover
l16sas i varje tidssteg med Euler bakat. Alla ingdende storheter i ekvationssystemet
ska vara definierade.

—

Losning: Euler bakit applicerat pa ett generellt system %QZ = f(t,u) ges av
U =0+ h fltner, UMY, n=0,1,...

dar h ar steglangd, t,, = n - h, och Un ~ W(ty). For det linjara forsta ordningens
systemet i a)-uppgiften far vi

e = e o (1 el b+ o)

dar U™ =~ u(t,), W" =~ w(t,). Genom att flytta 6ver alla termer som innehaller
U™ och WnH! i vinsterledet far vi att det linjéra ekvationssystem som behéver
16sas i varje tidsteg ar

et = [ gl B] =[]+ )|
Wn+1 _% _% Wn+1 wn %V(thrl) )

dvs

e 5] b = Lo )
S N N LA I (O 7 (Y]

c) Antag nu att vi vill undersoka beteendet hos ett magnetiskt material dér induktansen

L &r en funktion av strommen I och beskrivs av sambandet

Lo

dar Lo och § ar kidnda konstanter. R,C antas fortsatt vara kinda konstanter och
V(t) antas vara en kiind funktion. Formulera ekvationssystemet som behover 16sas i
varje tidssteg med Euler bakat. Alla ingadende storheter i ekvationssystemet ska vara
definierade.
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Losning: Nar induktansen &r en funktion av strémmen,

Ly
L(l)= ———
(=157
blir det forsta ordningens system fran a)-uppgiften ickelinjart da I = Cilcf ar en av

variablerna i systemet. Euler bakat applicerat pa det ickelinjara systemet blir

Un+1 un
Wn+1 = Wn + h :

dir alltsa L(W"T1) =

Wwntl
—zwen W = e U+ gV (fe) |

Lo
+pwnt)2-
Ekvationerna gar inte att 16sa pa formen ovan utan ytterligare steg behovs for att fa
ut en losning. Lat U = up41 och W = wy41. 1 varje tidsteg kommer vi behova l6sa

ett lickelinjért ekvationssystem enligt F' (U,W) = [8], dér vi soker U, W sa att

F(U,W) [U] [Un] +h w
) = - n . R 1 1 .

Notera att U™, W, h, R,C och V(t,+1) 1 yttrycket ovan ar kinda.
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P3. En funktion f har métts upp i N+1 punkter (N jamnt tal) pa intervallet [0, 1],

zp = Ch, (=0,2,...,N—2N,
zy=(—1)h+2h/3, ¢=1,3,.... N—3 N—1,

med h = 1/N. Dvs vi kdinner f(z), £ = 0,..., N dér de forsta punkterna ar zy = 0,
x1 = 2h/3, xo = 2h, osv.

Konstruera en kvadraturregel (dvs sitt upp en formel) f6r att approximera integralen av f
pa intervallet mellan 0 och 1. Gor detta genom att approximera f med ett styckvis linjért
polynom. Dvs pa varje intervall z, till 2,11 s& approximeras f med det linjara polynom
som gar genom punkterna (z¢, f(x¢)) och (xg41, f(zer1)) och detta polynom integreras
sedan exakt.

X0 X_| X2 XN

Figure 1: Sketch som visar en funktion f(x) (réd kurva) och det styckvis linjara polynom som
anvinds for approximation.

(6 p) a) Formulera forst kvadraturregeln pa intervallet [0,2h], dvs bestdm ag, a1 och ag i
formeln

2h
; f(x)dx ~ agf(xo) + a1 f(z1) + aaf(x2).

Losning: Integralen av en rét linje kan berdknas som “arean” av dess trapets
(kan ha negativt virde). Trapetsen mellan g = 0 och x; = 2h/3 har arean
v L(f(0) + f(Z)). Mellan 21 = 2h/3 och x5 = 2h har vi (2h — 2) - 1(f(Z) +
f(2h)). Om vi adderar dessa tva far vi

2h
e 2 Lo (5= 2 - g (-2 sen
h 2h 2h
= 250+ hr 2 + 2 (o)

dvs ap = h/3, a; = h och ag = 2h/3.

(6 p) b) Formulera kvadraturregeln pa hela intervallet, dvs ange wy, ..., wy 1 uttrycket

1 N
/meszmw
0 =0
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Losning: Kvadraturvikterna fran (a) blir de samma for varje intervall av lingd
2h. Dvs vi far

1
/0 f(x)dz = (aof(z0) + arf(z1) + azf(22)) + (aof(w2) + a1 f(z3) + a2 f(z4)) + ...
coot(aof(rn—a) +arf(xn—3) + azf(xn—2)) + (aof(xN—2) + a1 f(xNn_1) + azf(2N))

Fran detta ser vi att wg = ag = h/3, wy = a2 = 2h/3, wy = a1 = h, { =
,3,...,.N—1L,wg=ao+ay=h,¢=2,4,..., N —2. Dvs vikterna fér udda och

jdmna punkter blir de samma, och vi far: wo = h/3, wp=h, £=1,2,...,N — 1,
wy = 2h/3.
(4 p) c) Vilken noggrannhetsordning forvantar du dig att kvadraturregeln i (b) har? Skulle du

kunna konstruera en hégre ordningens kvadraturregel med de data du har tillgdngligt?
Beskriv hur.

Losning: Da vi intergrerar ett linjart polynom exakt pa varje delintervall sa
forvantar vi oss andra ordingens noggrannhet. Det géar att konstruera en kvadratur
metod med hogre noggrannhet. Bestdm da istéllet ag, a; och ag i (a) genom att
ta fram det kvadratiska polynomet som interpolerar de tre punkterna, och inte-
grera det exakt. Konstruera den sammansatta regeln som i (b). Hér forviantar vi
oss att den metod vi far fram har noggrannhetsordning 3 da den integrerar ett
kvadratiskt polynom exakt pa varje delintervall.




