
KTH Matematik

Tentamen, del 2
SF1544

Numeriska metoder, grundkurs IV
Onsdag 7 juni 2023 kl 14.00–17.00

Rättas endast om Del 1 är godkänd. Maximalt antal poäng på denna del är 50.
Betygsgränser: 10 p D, 20 p C, 30 p B, 40 p A.

Du får arbeta med del 1 och del 2 parallellt under hela skrivtiden.

Svar skall motiveras och uträkningar redovisas detaljerat. Korrekt svar utan motivering
eller med felaktig motivering medför poängavdrag.

Inga hjälpmedel är tillåtna (ej heller miniräknare).

P1. Den ickelinjära modellen
f(t) = eat (bt+ ct2), (♡)

där a, b och c är parametrar, ska anpassas till datapunkterna i tabellen nedan.

t 0.0 0.1 0.2 0.5 1.0 2.0 4.0
f 0.1 0.2 0.7 1.2 3.0 8.5 21.4

a) Antag just nu att a = 0 och använd de tre mätvärdena för t = 0, t = 1 och t = 2(7 p)
för att för hand beräkna parametrarna b och c med minstakvadratmetoden och
denna linjära modell.

b) Använd värdena från uppgift a) som startvärden och formulera Gauss–Newtons(7 p)
metod för att bestämma värden på alla tre parametrarna a, b och c. Definiera
och redovisa tydligt de storheter som ingår i metoden.

c) Skriv ett program som beräknar parametrarna a, b och c med Gauss–Newtons(9 p)
metod och alla mätpunkterna i tabellen ovan. Programmet ska även beräk-
na minstakvadratsumman och plotta residual-kurvan för mätpunkterna. Pro-
grammet ska beräkna parametrarna med minst 4 säkra decimaler.
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P2. Vi vill lösa begynnelsevärdesproblemet

y′′ − 2y′ − y = sin(2πt), y(0.0) = 1.0, y′(0.0) = 0.1 (♢)

fram till t = 1.0.

a) Inför lämpliga beteckningar och skriv om ekvationen (♢) som ett system av(3 p)
första ordningens differentialekvationer på standardform.

b) Formulera framåt Euler för systemet i a).(2 p)

c) Formulera bakåt Euler för systemet i a).(2 p)

d) Använd bakåt Euler och steglängden h = 0.5 för att beräkna en approximation(8 p)
av y(1) och y′(1), för hand.

Alternativ uppgift P2. Formulera och bevisa en sats om konvergens av fixpunkt-(15 p)
iterationer.

Lös antingen P2 eller alternativa uppgift P2, inte båda. Om lösningar till den al-
ternativa uppgiften lämnas in är det de som kommer bedömas.
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P3. Badhuset Glädjen tänker bygga en rutsch-kana till sin pool. Vid designen tänker de
använda interpolation och anpassa banan till ett par givna punkter i omgivningen.
Du som sommarjobbande teknolog får i uppdrag att titta på designen:

Givna punkter är

x 0.00 0.30 2.10 2.40
f 2.00 1.99 0.52 0.50

a) Man vill att första delen av banan, den mellan x = 0.00 och x = 0.30, ska vara(9 p)
helt rak så att det blir enkelt att kliva på. Därefter ska den mjukt böja ned
för att mjukt sluta med en rak del igen mellan x = 2.10 och x = 2.40, innan
de åkande hamnar i vattnet.
Föreslå lämpliga interpolationspolynom för att uppfylla önskemålen.
Ange detaljerat hur banan ska räknas ut, ställ upp alla de ekvationer som
måste lösas, men du behöver inte lösa dem om du inte vill.
(Obs: Om de ekvationer du ställer upp är icke-triviala behöver du ange vilken
metod du i så fall tänker använda för att lösa dem.)

b) En person på badhus-firman kan lite Matlab och föreslår en snabbare lösning.(3 p)
I stället för att sommarjobbaren ska spendera tid på att jobba med problemet
så kan man anropa en spline-funktion i Matlab med enbart de fyra givna
punkterna och få ut koefficienterna för en bana direkt. Denna Matlab-funktion
anpassar kubiska splines till samtliga datapunkter.
Kommer den så erhållna rutschkane-banan att uppfylla alla önskemålen? Om
inte, vilka villkor uppfylls och vilka uppfylls inte? Kan det bli något problem
med spline-rutschbanan?
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