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1. Problem:
En 6vergang som ofta anvands inom astronomin &r den sa kallade H-alfa-6vergangen
i viate som uppkommer da atomen de-exciterar fran n=3 till n=2.

a) Berdkna vaglingden for fotoner som siands ut av denna évergang. [1 p].

Nir man pa jorden observerar H-alfa-6vergangen i ljus som kommer fran galaxen NGC
4151, eller Saurons 6ga som den populirt kallas, s& uppmits dess vaglingd till 658 nm.

b) Vad har Saurons dga for hastighet relativt jorden? [2 p].

¢) Hur fort skulle en avlagsen galax behéva firdas for att H-alfa-6vergangen inte langre
skulle vara observerbar pa jorden i det synliga spektrumet (anta en rimlig gréins)? [2 p]

Losning:

a) Vitets energinivaer beskrivs av:

_13.6 [eV
Enzﬁ, n=123,..,
n

vilket ger, for 6vergangenn =3 — n = 2:

1 1
Etoton = —13.6 [GV] <32 - 22> = 1.889 [GV]
hc 4.1357-1071°

- = 656.4 )
Frovon 1889 -2.0979 108~ 000-4 [nm]

b) Eftersom vaglingden som observeras fran Jorden (658 nm) ar ldngre (r6dforskjuten)
iférhallande till den fran galaxens systems utskickade vaglangden, sa kan vi sluta oss
till att galaxen ror sig fran Jorden. Vi avander foljande formel (vi har satt # = 0) fran
formelbladet:

~fo
f_7(1+%)'

Med sambandet f = ¢/ s& far vi f/fo = 656.4/658 = 0.9976, vilket ger:

- ()

i = Y
v 1-(f/f)®  1-09976% s
¢ T TT(/H?  1rogome OO
v = 730-10% [m/s].

Galaxen ror sig alltsa fran Jorden med hasigheten 730 km per sekund.

¢) Den liangsta vaglingd som vara 6gan kan uppfatta ligger kring 750 nm, vilket mot-
svarar en frekvens pa. I detta fall sa far vi alltsa, enligt ovan: f/f; = 656.4/750 =
0.8752. Vi far i detta fall foljande hastighet (pa galaxen), betraktat fran Jorden:

1—(f/fo)?> 1—0.8752
1+ (f/fo)2 1+ 0.87522
3.97-107 [m/s].

=0.132

e ol

Grénsen, for vilken vi inte ldngre kan se galaxens H-alfa-linje, intraffar alltsa da den
ror sig med 0.13c = 39.7 miljoner meter per sekund, fran Jorden.



2. Problem:
En partikel med massan m befinner sig i en endimensionell potential, U (z). Partikelns
vagfunktion kan skrivas:

Az%e= % forxz >0
(z) = {0 forxz <0

a) Normera vagfunktionen, dvs bestdm konstanten A. [2 p]
b) Bestdm partikelns energi F. [1 p]

c¢) Bestam potentialen U da « > 0. [1 p]

d) Bestdm potentialen U da x < 0. [1 p]

Foljande integral kan vara anvéandbar: fooo rme b dr = mel.

Losning:
a) Sannolikheten for att hitta partikeln i intervallet [0, oo] &r 1. Vi far:

o e 4! 24 3
2 de = A2/ 4 —Qard — A2 _ AQ _ A2 -1
/0 Y @)z , T (2a)*+1 3245 dab

2a°/2

G

b) Som férberedelse sa ta vi fram andraderivatan av vagfunktionen (positiva x):

dy d

= - I (Az?e™*") = A(2ze™*" — az’e™ ")
d2,(/) d —axr —ax
ol A%(Qxe T are ) =

= A(2e7 —2aze " — 2axe " + a’rie ) = Ae (2 — dax + a®z?)
d*y

2 4
i P(z) <x2—;+a2).

Nu skriver vi upp Schrédingerekvationen och sitter in vagfunktionen och dess andra-
derivata:

h? d*y(x) _
o TU@YE) = Ey)
v (B v a) U = B
2
- <52_4;—|—a2> +U@) = E

Vi kan nu identifiera konstanta termer i vinsterledet for att fa energin, E:

h2a2

2m

¢) P4 motsvarande sitt som ovan sa identifierar vi termer som beror av x med poten-
tialen och far da potentialen U(x):

- 2 (2 )

2m \ 22 T

d) Eftersom 9 (z) = 0 for & < 0 s& maste U (z) — oo i det omradet.



3. Problem:

Den kvantmekaniska l6sningen for elektronens vagfunktion i viteatomen kan genom
variabelseparation delas upp i tre delar: ¢(r, 0, ¢) = R(r)O(0)P(¢). Ekvationen for
®(¢) far da foljande form:

0?®

— +k®=0

967 " ’
dér k ar en reell konstant. Ta fram 16sningen f6r ®(¢) och visa genom randvillkor hur
det magnetiska kvanttalet m; forhaller sig till k, samt visa vilka varden m; kan anta
baserat pa denna ekvation. [5 p]

Loésning:
Losningen av differentialekvationen ges av foljande komplexa exponentialfunktionen:

() = F1VE.

I viateatomen s& kommer vagfunktionen vara identiskt om man ror sig i ¢-led ett helt
varv, dvs vi har:
D(¢p) = (¢ + 2m).

Detta cykliska randvillkor ger nu:

eiVho  _ jivk(etem) _ ivke | 2mivE

e27ri\/% = 1

Vk = 0,+1,+2, ...

Vi kan med ovanstaende identifiera vk = my, dvs k = ml2, och my har samma tilldtna
virden som vk ovan, dvs m; = 0, +1, £2, ...

4. Problem:
Ett rent rotationellt emissionsspektrum fran molekylen CH™ har uppmiitts genom att
observera nebulosan NGC 7027. De vaglangder som detekterats ar: 179.62 um, 119.90
pm, 90.03 pm, 72.14 pm, 60.25 pm. Utga till en borjan ifran att molekylen ar en rigid
diatomar rotor.

a) Bestam molekylens storlek, i termer av avstandet mellan jonerna, utifran dessa da-
ta. [4 p]

b) Rotorn ir inte exakt rigid. Vad kan de sma variationerna i avstandet, som funktion
av rotationsenergin, bero pa? [1 p]

Losning:
a) Molekylens rotationsenergi fas av foljande uttryck:
5 n?

57/ +1) = JJ+1) J=01,23,..,

Ero = i
¢ 211R2

déar R ar avstandet mellan kolatomen och viteatomen i molekylen, och den effektiva
massan ges av i = mgmc/(my + me) = ... = 0.9297 [u].

En overgang fran kvanttillstdndet J till nasta lagre tillstand (J — 1), motsvarar en
fotonemission dar fotonen har foljande energi:

h? KT KA
Efoton—AErot— ﬁ(J(J—i_l)_(J_l)(J_l—’_l))_T_ﬁ

Om vi tittar p& uppmitta data och omvandlar till fotonenergier (med E = hc/)\) sa far
vi foljande fotonenergier: 6.9026, 10.3407,13.7715,17.1867,20.5785, i enheten meV.

Dessa energier motsvarar uttycket h2J /(uR?) ovan. Vi ser att de &r approximativt



ekivdistanta. Skillnaderna, AF, mellan pa tva foljande fotonenergier motsvarar sa-
ledes h2/(uR2) och fas fran data som 3.4381, 3.4308, 3.4152, 3.3917 i enheten meV.
Medelvirdet ar 3.419 meV. Detta ger:

I B i [eVs] _
VAFEtonft /3419 -1073 [eV]p
4.1357 10715 eVs

274/3.419 - 103 [eV] - 0.9297 - 931.502 - 10%[eV]/c2

4.1357-1071% .2, 108
= 35710 9979 - 10 [m] = 1.1468 - 1071% [m] =
27v/3.419 - 10-3 - 0.9297 - 931.502 - 106

= 0.1147 [nm].

R =

b)

Enligt ovanstaende (om vi kollar pa olika fotonenergier) sa varierar avstandet R mellan
0.1144 nm och 0.1151 nm med ldngre avstand for storre rotationsenergier. Anledning-
en ar att centifugalaccelerationen péaverkar bindningen i den roterande molekylen s&
att avstandet mellan de tva atomerna 6kar nagot i takt med snabbare rotationsfrekvens.

. Fysikerna Johan och Lisa férsoker i slutet av 1800-talet forsta den fotoelektriska effek-
ten med hjalp av ett experiment. Johan har byggt en optisk uppstallning som later ljus
med tre olika vaglangder falla in mot en metallyta i vakuum D4 elektroner emitteras
fran metallytan sa mater Lisa deras maximala energi med hjalp av ett elektriskt falt
och en strommiétare. For rott ljus med ljusvaglingden A\; = 6535 A sa ser Lisa inga
elektroner alls. Fér gront ljus med véglingden A2 = 5266 A si méter hon upp maximal
elektronenergi till 0.0500 eV, och for blatt ljus med vaglingden A5 = 4266 A sa far
hon E; max till 0.596 eV. Trots sina fina experimentella resultat s& férstar Johan och
Lisa inte alls hur den fotoelektriska effekten egentligen fungerar. Det tycker att det
ar konstigt att det roda ljuset inte ger nagra emitterade elektroner och de forstar inte
sambandet mellan vaglingden och elektronenergierna.

a) Beskriv for Johan och Lisa hur formalismen (sambandet mellan ljusviglangden och
elektronernas energi) ser ut och forklara speciellt varfor det réda ljuset inte ger nagra
elektroner alls. [1 p]

b) Anvind Lisas elektrondata for att berakna Plancks konstant. [3 p]
¢) Berikna metallens uttriddelsearbete i elektronvolt (eV). [1 p]

Losning:

a)

Vi forklarar for Johan och Lisa att ljuset bestar av fotoner, var och en med energin
Etoton = hv = hc/ M. En foton ger sin energi till en elektron, som dessutom beho-
ver overvinna uttriadelsearbetet, W. For den maximala elektronenenrgin, F, sa far vi
saledes:

E:Efoton—wz%—w.

Anledningen till att vi inte ser nagra elektroner for det roda ljuset &r att vaglangden
ar for lang, sa att % - W <.

b)

Vi anvander det grona respektive bla ljuset for att berékna h:

he  he
By — B, = £ 7¢
3 2 N
Es — E ~15 —34
h = —————= — =4.0886-10 eVs| = 6.5499 - 10 Js
s —1/%) eVl =

Virdet pa Plancks konstant, utrédknat fran Lisas och Johans experimentdata, ligger som
synes ganska néra det idag tabellerade vérdet.



)

Vi anvéander vart ovan berdknade virde pa h och far da uttradelsearbetet:

hc

E3 — )\73 - W
hc

W = — —E3=2279[eV].
A3

(Detta viarde pa W motsvarar metallen natrium som rakade vara den som Lisa och
Johan anvinde sig av i experimentet.)

. Problem:

Nukliden Au-171 har den ovanliga egenskapen att den kan sonderfalla med antingen
alfasonderfall, eller med s.k. protonemission. Denna senare sonderfallstyp fungerar pa
samma sitt som alfasonderfall, forutom att en proton ldmnar kirnan, istéllet for en
alfapartikel.

a) De tva sonderfallstyperna (« resp. proton) dr fér Au-171 ungefar lika sannolika.
Vilka ar de tva mojliga dotterkdrnorna? [2 p]

b) Anvind relevanta tabellerade massor for att berdkna Q-vérdet f6r protonemissions-
sonderfallet. Ange svaret i enheten MeV. 2 p]

¢) Vid protonemission sa far dotterkidrnan en kinetisk rekylenergi. Berdkna denna ki-
netiska energi. [1 p]

Losning:

a)

Fran det periodiska systemet s ser vi att guld (Au) har atomtalet 79, dvs atomkérnans
protontal Z = 79. Vi har masstalet, A = 171, och far saledes neutrontalet, N =
171 — 79 = 92.

Protonemission innebér att Z — Z — 1, dvs atomtalet 78 (Pt) och A — A — 1, dvs 170.
Dotterkirnan efter protonemissionssonderfallet blir alltsa 170 Pt.

Alfasonderfall innebér att Z — Z — 2, dvs atomtalet 77 (Ir) och A — A — 4, dvs 167.
Dotterkirnan efter alfasonderfallet blir alltsa 167Tr.
b)

Qp-vérdet motsvarar skillnaden i massa fore och efter sonderfallet:

Qv = Amc® = (mawn — (mpearo +mm)) ¢ =

(170.991878 — (169.982495 + 1.007825)) - 931.502 [MeV/c?] - ¢ =
1.4513 [MeV].

<)

Energin motsvarande (),-vardet fordelas pa protonens kinetiska energi och rekyl-
energin hos Pt-170. Pga den (relativt) 14ga kinetiska energin sa kan vi rakna klassiskt.
Med bevarande av energi och rorelsemangd sa kan vi latt harleda forhallandet mellan
Qp-vardet och dotterkarnans kinetiska energi, ER, och rakna ut den senare:

@p

= mpt170
1+ e

Fr =Qp - 5.8909 - 10~ = 8.55 [keV].

Har har vi for enkelhets skull anvant protonens massa, m,,, samt atommassan for dot-
terprodukten, mpy170. Vi noterar att rekylenergin som véntat blir liten i férhallande
till Qp,-vérdet.



7. Problem:
En av de mest problematiska radioisotoperna nu nagra ar efter karnkraftsolyckan 2011
i Fukushima ar ?°Sr, pga dess halveringstid pa 28.9 ar. Strontium-90 sénderfaller i tva
steg, forst med 3~ -sonderfall till °°Y och sedan sénderfaller *°Y i sin tur (ocksa 37)
till °Zr (som ir stabil). Nukliden “°Y har halveringstiden 64.05 timmar.

Betrakta ett prov med helt rent 908t vid tiden ¢t = 0, med aktivitet 10 mCi. Vid ¢ = 0
sa finns alltsa ingen *°Y i provet.

a) Berikna tiden t; (i enheten &r), di aktiviteten (frin endast “°Sr) har sjunkit till
1 mCi. [2 p]

b) Rita (fér provet ifrga) upp aktiviteten Aygg(t) samt aktiviteten Ag,90(t) 1 samma
plot, som tva kurvor i intervallet fran ¢ = 0 till ¢ = 10 dagar. Visa tydligt even-
tuella fallande, stigande, eller ungefar konstanta trender i de tva kurvorna, och visa
(anvand samma skala pa y-axeln) deras ungefarliga aktivitet i relation till varandra i
detta tidsintervall. Det gar att 16sa uppgiften exakt m.h.a. en differentialekvation, men
dven losningar av mer resonerande karaktér ar tillatna. [2 p]

c) Ge ett ungefarligt viarde pa Aygo (uttryckt i mCi) vid tiden ¢; (alltsd d& Agygp =
1 mCi). [1 p]

Losning:

a)

Aktivteten, A, som funktion av tid f6r Sr-90 kan uttryckas som:
A(t) = A(0)e™ st

didr sénderfallskonstanten Ag; beror av halveringstiden enligt: A\g, = In2/t; /2- Viloser
ut tiden, ¢ och satter in varden:

A(t)
t = trj2In (A(0>) _ 289 [ar]In (10) = 96.0 [ar]
—In2 —In2 . .

Vi ser att det tar 96 ar innan Sr-90-aktivteten sjunkit till 1 mCi i provet.

b)

Vid tiden ¢ = 0 s8 ar Ag,90 = 10 [mCi] och Aygp = 0.1 takt med att sonderfall sker
fran Sr-90 till Y-90 sa okar antalet Y-90-kirnor, /N. Darmed sa okar ocksa aktivteten
Avgo, enligt sambandet Aygg = AygoNygo. Efter tillrackligt lang tid s& ndrmar vi oss
ett jamviktsldge da antalet sonderfall till Y-90 och antal sonderfall fran Y-90 ar lika stort
per tidsenhet. Efter nigra halveringstider (10 dagar motsvarar 3.75 halveringstider) s&
borjar vi ndrma oss detta jamviktslage.

Problemet kan l3sas exakt genom att betrakta foljande differentialekvation, dir Nygo(t),
ar antalet Y-90-kérnor vid tiden ¢:

dN- t

%() = *)\YQONYQO —+ /\SF9ONSr90

dN- t

%() = _AY90NY90 + /\SYQONSrQQ(O)e_ASr%t

Med begynnelsevillkoret Nygo(0) = 0 s far vi (efter en del raknande som inte visas
hir) 16sningen:

NYgo(f) = M e_>\Sr90t _ 6_)\Y90t)

Av90 — Asro0

Eftersom Aygg > Agrgp och med sambandet A = N A sa kan vi férenkla 16sningen till
foljande:

AY90(t) = ASrQO(O) (67A5T90t — e*)\Ysot)

Resultatet f6r bade Aygg(t) och Asygo(t) plottas hir mellan ¢ = 0 och ¢ = 10 dagar:
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-~ 5190
T — Y90 ||

Aktivtet [mCi]

0 | | | |
0 2 4 6 8 10

t [dagar]

I detta tidsintervall sa 4r Ag,90 néstan konstant (10 mCi) pga dess langa halveringstid
p& 28.9 ar. Vid t = 0 s& &r forstds Aygp = 0, och ndr ¢ > Aygg sa forsvinner den andra
termen i parentesen i ekvationen ovan, vilket gor att Aygp ~ Agrgo.

)

Eftersom ¢; = 96 ar 4r ménga storleksordningar storre én halveringstiden for Y-90 s&
har ett jamviktslage mellan de tva aktivteterna sedan lange uppstatt. I detta jamviktsla-
ge sa sker (per tidsenhet) lika ménga sonderfall fran Sr-90 till Y-90 som fran Y-90 till
Zr-90. Detta betyder att de tva aktiviteterna &r lika stora. Aktivteten for Y-90 &r alltsa
1 mCi vid tiden t; = 96 ar.

. Problem:

Vi tanker oss ett experiment designat sa att elektroner (e~) som &r i vila i laborato-
riet bombarderas av positroner (¢*) som har accelererats till hog hastighet med en
accelerator.

Vid tillrackligt hog kinetisk energi for positronerna s ar f6ljande reaktion mojlig:
et +e” —u +u+.

a) Betrakta forst reaktionen fran masscentrumsystemet (har markerat som ’cm’). Vil-
ken kinetisk energi, Ex cm, krdvs hos positronen (tillsammans med samma kinetiska
energi for elektronen) for att reaktionen ska vara méjlig? [1 p]

b) Betrakta nu experimentet fran labsystemet. Berdkna den minsta kinetiska energi
Ex 1ap (i labsystemet) som kréavs for den inkommande positronen for att reaktionen
ska kunna ske. [4 p]

Losning:
Vi har i detta problem vilomassorna m, = 105.658 MeV /c? ochm, = 0.511003 MeV /c2.

a) I masscentrumsystemet (cm) sd kommer positronen och elektronen med samma

hastighet v¢y, fran varsitt hall. Lorentzfaktor ar ey, = 1/4/1 — (vem/€)?.

Vid precis lagom stor kinetisk energisa kommer den totala relativistiska energin hos
elektronen och positronen att forvanlas till viloenergierna hos pu+ och p~. Dessa tva
partiklar kan sedan anses vara i vila i detta system.

Vi sétter nu energierna fore och efter lika med varandra:

2 2
2MeYemC™ = 2Mmyc”,



vilket ger Yern = 7-=. Den (minsta nédvandiga) kinetiska energin hos positronen i
cm-systemet, F cm, kan nu skrivas upp direkt:

Ek,cm - mec2(’}/cm - 1) = "nec2 (mﬂ - 1) = (mﬂ' — me)c2 = 105.15 [MGV]

b) Problemet att hitta Ey )., kan lésas pa flera sétt. Vi borjar med att anvianda hastig-
hetstransformationer. Vi skriver upp féljande samband:

U;+’U
sz =
U 7 ?

dér vi kan identifiera det prim:ade systemet (S’) som cm-systemet och det oprim:ade
(S) som labsystemet. Positronens hastighet i labsystemet ar alltsa u, och dess hasig-
het i cm-systemet ar u/,. Betraktat frin cm-systemet s inser vi nu att cm-systemets
hastighet i forhéllande till labsystemet dr samma hastighet som w/,, dvs vi identifierar
¥ = Vem OCh U/, = Vem. Det ger:

v 2(¢
(E)lab - 1+ (

Vi kan nu skriva om uttrycket i termer av Lorentzfaktorerna 7.y, och 71,5 med hjilp

av sambandet v/c = /1 — 1/~4%:

1
T 1+ (1-4)

cm

vilket efter lite algebra kan reduceras till sambandet: yi,1, = 272, — 1. Vi kan nu skriva
upp den kinetiska energin for positronen i labsystemet:

2
m
Extab = mec®(ap — 1) = 2mec? (72, — 1) = 2mec? (( F) - 1)

= 43.7 [GeV].

Det ar vart att notera att denna energi i labsystemet ar flera hundra ganger storre dn
den kinetiska energin som behovs i labsystemet. Detta var anledningen till att man
borjade bygga acceleratorer med stralar fran tva hall.

En sak som kan vara viktig att tinka pa i ett problem som detta &r att, eftersom hastig-
heterna (v1,1, och vep) ligger néira ljusets hastighet, s& kommer uttryck som tex vem /¢
ligga mycket nira 1. Det innebar att det ar vanskligt att skriva upp hastigheterna som
ett delresultat, eftersom det blir s& manga 9:or som decimaler att halla koll pa. Och
eftersom minirdknare har begrinsad precision sa kan dven de fa problem med nog-
grannheten nira 1. Darfor sa ar det béattre att uttrycka hastigheter i termer av tex. -,
eller som kinetisk energi. Allra bast &r forstés att unvika att spara delresultat i nume-
risk form.

Problemet kan alternativt 16sas (elegantare) om man jamfor den totala relativistiska
energin i labsystemet, fore och efter reaktionen, och sitter dessa energier lika med



varandra:

Efore

2 2
YabMeC™ + MeC

Me®(Yiab + 1)

TVab

By lab

Ey 1ab

Eefter
2
2Yemmxrc

e

m 2
2( ”) -1
Me

[’ch — M ,enligt ovan] = 2mec? (
m

Mo (Yiab — 1)

2me62 < (mﬂ
Me

43.7 [GeV].

)

Me

2
mw)



