Skriftlig examen, 2018-04-03 14:00-19:00 KTH, Modern Fysik (SH1014)

Fragor med forslag till 16sningar. OBS: detta dokument innehaller ej fullstindiga 16s-
ningar!

1. En partikel i en potential V' (z) har vagfunktionen

U(z) = Aze®™, for x >0
U(z) =0, forz<0

a) Normera vagfunktionen, dvs. bestdm konstanten A. [1p]
b) Bestdm viintevirdet (p?). [3p]
c¢) Bestdm medelviirdet av partikelns kinetiska energi. [1p]

Tips: Foljande integral dr anvindbar i detta problem

9 |
_ m!
r’me brdr —
0 bm+1

Losning

(a) . .
/ U Udr =1, A2 / r2e 2y = 1 =  A=2¢%?
0 0

(b) Rorelseméngdsoperatoren &r (fran formelbladet)

d
s_ i
p ! dx

och vantevardet ar

(p*) = / \I’*(—ih%)Q\Pda: = —hQAQ/ re” " (—2ae™" + alre ) dr = A’h?/4a = a’h?
0 0

(c) Medelviirdet av partikelns kinetiska energi &r

(KE) = (p*)/2m = a*h*/2m
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Uppgift 2

Fraga

2. a) Visa att losningen till Schrodingerekvationen for en fri partikel i tre dimensioner

—h2(82 s

— |V = .
0x? i 0y? * 822) EV

2m

kan skrivas

U(r,y,2) = A*T. (2]

b) Vad &r sambandet mellan k = (k,, ky, k) och energin E? [3 p]

Losning

(a) Den tidsoberoende Schrodingerekvationen i tre dimensioner:

—n2(32 s

52 + By + @> U(x,y,2) = E¥Y(x,y, 2).

2m

Variabelseparation ger:
U(z,y,2) = V(z)P(y)¥(z)

Vifar —h? d*V () P
2—m2 dez = E,¥(x)
;—dezi(ﬁ — E.0(2)
z delen:

d*V(x) N 2mE,V(x)
da? h?

tikzx

=0

har en l6sning ¥(x) i formen e
Anta att
U(z) = Be*=®  diar kK = 2mE,/R*

Samma géller for y och 2z och vagfunktionen blir:

U(z,y, ) = B Ot Deth* = AekT
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(b) Sétt ¥(z,y, z) i Schrodingerekvationen:

—h? [ 0? N 0? n 8_2
ox?  Oy*> 022

o ) U(z,y,z) = EV(z,y,2).

—h?
5 (_ki - k; - k?) \Ij(xvyVZ) = EQ(I,yVZ).

2m

Losningen ger:
2

h 2 2 2
— —E.
= Qm(k:gc + K, + k)

Uppgift 3

Fraga

Tva kdrnor med samma antal nukleoner (masstal) men olika antal protoner kallas isobarer.
Spegelisobarer betecknar kirnor dér dessutom antalet protoner och neutroner har bytts
mellan kiirnorna, t.ex. 23Na och f3Mg. Beriikna bindningsenergin per nukleon for dessa
tva kiirnor. Hur forklararas skillnaden? Atoméra massor : M (¥Na) = 22.989767 u,
M (33Mg) = 22.994127 u.

Lo6sning

B(Z, A) for #3Na:

B(11,23) = [11my, + 12my — Myom(**Na) — 11m,]c* = 186.6 MeV
B(11,23)

B(Z,A)/A= =

= 8.1 MeV
B(Z, A) for #3Mg:

B(12,23) = [12my, + 11m, — Myom(**Mg) — 12m,]c® = 181.7 MeV
B(12,23)

B(Z, A)/A= =]

= 7.9 MeV

Téamligen lika B/A vérden, vilket innebér att bindningen fran stark vixelverkan &r i stort
sett densamma for neutroner och protoner. Protoner ger upphov till viss repulsion vilken
gor att 23Mg har ett lite ligre B/A-virde #n 23Na.

Uppgift 4

Fraga
Endast en av foljande elektronkonfigurationer (a,b,c,d) &r tillaten:

3
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konfiguration a: 1s2,2s2 2p%, 352, 3p?
konfiguration b: 1s2,2s%,2p%, 353, 3p?
konfiguration c: 1s2,2s2%,2p%, 352, 3p*
konfiguration d: 1s2,2s2,2p%, 352, 3p”

a) Vilken #r den korrekta konfigurationen och vilken &r atomen som den motsvarar?
Motivera for varje icke-giltig konfiguration varfor du forkastar den. [4 p]

b) Vilken viktig princip har vi brutit mot i de 6vriga 3 icke-giltiga konfigurationerna? [1
|

Losning

(a) Konfiguration c &r korrekt. Det totala antalet elektroner ar 2 + 2 + 6 + 2 + 4 = 16,
dvs vi har grunddmnet svavel (S).

Fel i konf. a: 2p® ej tillitet. Vi far endast ha 2(21 + 1) = 2(2 + 1) = 6 elektroner i
2p-skalet.

Fel i konf. b: 3s? ej tillatet. Vi far endast ha 2(2] + 1) = 2(1) = 2 elektroner i 3s-skalet.
Fel i konf. d: 3p” ¢j tillatet. Vi far endast ha 2(21 + 1) = 2(2 + 1) = 6 elektroner i
2p-skalet.

(b) Vi har, i konfigurationerna a, b, och d, brutit mot Pauliprincipen, som siger att
varje elektron har en unik uppsattning kvanttal n;[; m;; ms. Kvanttalen n,[l, m; beror av
varandra, se t ex formelbladet, men mg kan alltid anta tva olika viirden; m, = +1/2, —1/2.

Comptonspridning kan anvindas bade for att mata riktning och energi hos fotoner i
kirnfysikexperiment. For ett visst preparat méttes ett spektrum hos comptonspridda
elektroner som tydligt motsvarade en i stort sett monokromatisk gamma-stralning. Den
maximala elektronenergin méttes till 170 keV. Berdkna vaglingden for den inkommande
monokromatiska stralningen. [5 p]

Losning

Fér Comptonspridning, kan vi anvéinda formlerna i ekv. (1) och (2), vilka finns i formel-
bladet. FE ar energin for den inkommande fotonen och E’ &r energin for den spridda
fotonen:

1 1 1 — cosf
R 1
E B MeC? ()
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eller
N —)\=

(1 —cost)  (2)

MeC?

diar £ = hc/A. Energibevaring ger:
E+mec? =mc*+T.+E, T.=FE-F

dar T, ar elektronens kinetisk energi.

he  he
T, = — — —
A N (3)

Kombinera (2) och (3):

T — he . he
A (1 —cosf) + A
mec
Vid 180° (cos# = —1) spridning av den inkommande fotonen blir den spridda fotonens
energi F den lagsta mojliga, vilket ger den hogsta mojliga energin T, for elektronen.

_he 2h/mec
DY <2h/mec—|— A)
vilket ger:
2heX | 2R%¢
B mec  mec®T,
diar T, = 170 keV och m.c? = 0.511 MeV.

A2 0

Ekvationen har en 16sning: A = 0.0643 nm.
Uppgift 6
Fraga

I atomért véte finns en uppsplittring av energinivan p g a upplinjering av protonens och
elektronens spinn. En 6vergang mellan nivaerna resulterar i utsindandet av en radiovag
med vaglingden 21 cm. Overgangen #r "forbjuden” vilket gor att den &r sillsynt, samt att
det exiterade tillstandet dr langlivat med en livstid av ungefir 10° &r. I galaxer finns dock
tillrackligt manga vitaatomer for att vagor fran denna 6vergang skall kunna observeras pa
jorden. a) Antag att medellivslingden motsvarar en tidsosékerhet for tillstandet. Bestdm
osikerheten i energiskillnaden vid métning av 6vergangen. [1 p| b) Vilken fotonenergi
observeras om vagorna sinds ut fran en galax med hastigheten 0.1c jaimfért med jorden?

[4 pl

Losning

(a)
AEAt > h/2,  At=10"°ar=3x 10" s

AE =h/2At =~ 1 x 107 eV,

5
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(b) Dopplerskift enligt formelbladet:

fo

/= (14 Zcosh)

(1+ %cos&).
%

Om supernovan ror sig bort fran jorden &r 6 = 0° och cost = 1 ger:

A= Ay(1+ —cosh) = Ao
C

142 1+ 2
A:AOM:AO S
w2 -z
1+01
A g [EO
1-01
he 1240 [0.9
p=2C¢_ 2 2 53 %1078 6V
N T oor V1 T3 x10Tey

Energiéindringen hos fotonerna pga Dopplerskiftet (=~ 5.3 x 1075 V) &r ansevirt storre
an energiosakerheten pga tillstandets livstid.

Uppgift 7

Fraga

I ett tabellverk kan man lisa att 7¢ = 491pum for en BT-meson, dir ¢ ar ljushastigheten
i vakuum och 7 adr medellivslingden i partikelns vilosystem. Samtidigt finner man i
beskrivningen fran ett experiment att medelstrickan en B+4-meson fardas innan den sén-
derfaller 4r 3 mm. Vilken rorelseméngd méaste BT-mesonen ha i experimentet? (B-
mesonens massa ar 5279 MeV /c?) [5p]

Losning

Rérelseméngden som vi méter i laboratoriet & p = m~yv, dir mesonen firdas med
hastighet v.
Tidsdillation ger at vi i laboratoriet méter en medellivstid ¢ dar ¢ = ' = 7.
Medelstrackan mesonen fiardas innan den sonderfaller dr L dir L = vt = vyr.
Fran detta fas:

L mcL

p=my=my_— =
YT

=32GeV/c
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Uppgift 8

Fraga

Den tvaatomiga molekylen HO har en fjiderkonstant pa 9.68 x 10%kg/s? och ett jaimvikts-
avstand pa 0.092 nm. Den befinner sig i ett exiterat tillstand dir vibrationskvanttalet
V' = 4 och rotationskvanttalet J = 1.

a) Vilken/vilka 6vergangar dr mojliga for molekylen? Varfor? [3p]

b) Berdkna vaglingden av fotoner som emitteras vid dessa 6verganger. [2p]

Losning

Enligt formelsamlingen &r vibrationsenergin

1 1 k
E . e — = — —_
vib (V + 2) h Ly, 12 o y

dar p dr den reducerade massan
mpmo
fh=——
mp + mo

Enligt formelsamlingen &r rotationsenergin

h? hn?
Eo=— 1) = 1).
¢ 2]J(J+ ) 2,uR2J(J+ )
Den totala energin ar
E = Evib + Er0t7

Energin for tillstandet med V' =4 och J = 1:

E Bt B (14 2 n B (1+1)
V=4,J=1 — Lwib rot — 9 L 2IU,R2

B 1.0079 x 15.9994
= 170073
k = 9.68 x 10? kg/s* och R = 0.092 nm.

dar

= 0.94 u,

(a) Overgangen fran en tillstind med energin Ey_, j—; till ett liigre energitillstind maste
folja urvalsregeln AJ = +1. For en harmonisk oscillator maste dven urvalsreglen AV =
+1 f6ljas, se Harris bok, sid 430-432. Om vi antar att AV = +1 och AJ = +1, sa ar tva
overgangar mojliga fran ett tillstand med V =4, J = 1. Dessa éir V =4, J =1 -V =
3,J=00chV=4J=1-V=3J=2

(b) For 6vergangen V=4 -V =3 och J=1— J =0 fas

Efoton =ALE = Avaib + Alzrot

7
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1 k 1 k n?
()l - Gra)nfi ()
e
- \Vw pR?

FEfoton = AE = (0.510 4+ 0.005) eV = 0.515 eV
he

Efoton = 7 = A — 241 Mm

For overgangen V=4 -V =3 och J=1— J =2 fas

k oh?
Fioon = AE =h4/— — [=—
o \/; <u32>

= (0.510 + 0.010) &V = 0.520 &V

h
Froton = TC —  A=2.38 um.

Observera att urvalsregeln AV = +1 &r giltig bara vid ldgre energier dir den harmoniska

oscillatorapproximationen ar géllande. I andra fall, kan &vergangar t.ex. med AV = +£2
vara mojliga.



