
Tentamen för SH1014 Modern fysik

⇒ Lösningsförslag: inkluderade!

2026-01-07, 8:00–13:00, KTH, Stockholm

Examinator och kursansvarig: Christian Ohm (070-091 91 05)

Till̊atna hjälpmedel: miniräknare, bifogat formelblad

Tentamen best̊ar av 8 problem som vardera ger maximalt 5 poäng. För
godkänt krävs 20 poäng. Betyget baseras p̊a uppn̊add poäng enligt följande:

Betyg A: 36-40 points
B: 32-35.5 poäng
C: 28-31.5 poäng
D: 24-27.5 poäng
E: 20-23.5 poäng
Fx: 18-19.5 poäng
F: 0-17.5 poäng

Motivera dina svar tydligt med uträkningar, text, och figurer när det
är lämpligt. Skriv tydligt och tänk p̊a att svara med ett rimligt antal
värdesiffror. Du f̊ar göra egna, rimliga uppskattningar när det behövs s̊a
länge du motiverar dem väl. Det ska framg̊a tydligt fr̊an din lösning vilka
antaganden och uppskattningar du gjort. För full poäng ska uträkningar
göras analytiskt s̊a l̊angt som möjligt.

Lycka till! / Christian & Pär
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Uppgift 1
Nu i januari 2026 är det exakt 100 år sedan Schrödinger publicerade forskningsar-
tikeln som introducerade v̊agekvationen som skulle komma att uppkallas efter
honom. Vi ska nu fira detta genom att använda Schrödingerekvationen.

En partikel med massan m befinner sig i en endimensionell potential U(x) som
endast beror av positionen x. Partikelns v̊agfunktion kan ges av:

ψ(x) =

{
Ax2e−ax, x > 0

0, x ≤ 0.

(a) Normera v̊agfunktionen, dvs bestäm konstanten A. [2p]

⇒ Lösningsförslag:

∫ ∞

0

ψ2(x)dx = A2

∫ ∞

0

x4e−2axdx = A2 4!

(2a)4+1
= A2 24

32a5
= 1 (1)

⇒ A =
2a5/2√

3
(2)

(b) Bestäm partikelns energi E genom att använda den tidsoberoende
Schrödingerekvationen. [2p]

⇒ Lösningsförslag: Vi tar först fram andraderivatan av v̊agfunktionen för
positiva x (mha produktregeln):

dψ

dx
=

d

dx

(
Ax2e−ax

)
= A(2xe−ax − ax2e−ax) (3)

d2ψ

dx2
= A

d

dx

(
2xe−ax − ax2e−ax

)
(4)

= A(2e−ax − 2axe−ax − 2axe−ax + a2x2e−ax) (5)

= Ae−ax(2− 4ax+ a2x2) = ψ(x)

(
2

x2
− 4a

x
+ a2

)
(6)

Nu är vi redo att skriva ner jubilaren:

− ℏ2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ U(x)ψ(x) = Eψ(x) (7)

− ℏ2

2m
ψ(x)

(
2

x2
− 4a

x
+ a2

)
+ U(x)ψ(x) = Eψ(x) (8)

− ℏ2

2m

(
2

x2
− 4a

x
+ a2

)
+ U(x) = E (9)



4

Energin E beror inte p̊a x, s̊a vi kan identifiera:

E = −ℏ2a2

2m
(10)

(c) Genom att dra nytta av ditt arbete för att lösa (b), skriv ner uttryck för
potentialen U(x) i samma x-intervall som v̊agfunktionen är angiven för. [1p]

⇒ Lösningsförslag: Termerna som beror p̊a x kan identifieras som potentialen.
För x ≤ 0 är v̊agfunktionen noll, s̊a där måste potentialen vara oändlig.

U(x) =

{
ℏ2
mx

(
1
x
− 4a

)
, x > 0

∞, x ≤ 0.
(11)

Uppgift 2
Den speciella relativitetsteorin utgör tillsammans med kvantmekaniken viktiga
grundpelare för mycket i den moderna fysiken.

(a) Rita en figur som visar koordinatsystemen för tv̊a inertialsystem S och S ′, och
definiera deras relativa rörelse längs deras x- respektive x′-axlar i figuren. Visa
med hjälp av Lorentztransformationen att tv̊a händelser som sker samtidigt i
S ′ generellt sett inte sker samtidigt i S, om inertialsystemens relativa hastighet
är relativistisk. [3 p]

⇒ Lösningsförslag: En figur som denna är vad som efterfr̊agas:

Härledning av Lorentztransformationen
• Om hastigheten c är samma för alla observatörer 

så kan vi inte använda oss av 
Galileitransformationen där observatörer rör sig 
relativt varandra med hastigheter jämförbara 
med ljusets.  

• Vi behöver nya samband: 
Lorentztransformationen! 

• Vi antar som tidigare två inertialsystem  och S S′ 

4

v

• Två observatörer i origo i  och  rör sig med 
hastighet  relativt varandra i -riktningen  
(och -riktningen) 

• Deras klockor är synkroniserade så att  då 
systemen sammanfaller 

• Vid  sänds en ljusblixt ut från punkten 
, som når observatören i  vid tiden  

• Observatörerna får följande samband mellan 
sträckan i kvadrat och tiden 

• :           (1) 

• :        (2)

S S′ 

v x
x′ 

t = t′ 

t = t′ = 0
A S t

S x2 + y2 + z2 = c2t2

S′ x′ 2 + y′ 2 + z′ 2 = c2t′ 2

L̊at oss tänka oss tv̊a händelser, och titta p̊a skillnaden mellan tidpunkterna
för dem i S, uttryckt i koordinaterna för S ′:

t2 − t1 = γ(t′2 +
v

c2
x′2)− γ(t′1 +

v

c2
x′1) (12)

Om händelserna inträffar samtidigt i S ′ f̊ar vi

t2 − t1 = γ
v

c2
(x′2 − x′1) (13)

dvs de sker inte samtidigt i S (s̊a länge händelserna sker p̊a olika plats i S ′).
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(b) En annan konsekvens av speciell relativitetsteori är längdkontraktion. En stav
med längden L är i vila i S och placerad längs med x-axeln, och en observatör
i vila i S ′ rör sig bort fr̊an staven med hastigheten v̄ = vx̂. Uppmäter obser-
vatören stavens längd som längre eller kortare än en observatör som är i vila
i S? Bestäm stavens längd enligt observatören i S ′ om v = 0,95c. [2p]

⇒ Lösningsförslag: Som regel uppfattas objekt som längst i sin egen inertial-
ram (L0), och observatörer i andra inertialramar kommer att uppfatta objektet
som kortare (L) i riktningen för den relativa hastigheten mellan ramarna, och
sambandet ges av L = L0/γ. Med v = 0.95c f̊as

γ =
1√

1− 0.952
⇒ L = L0

√
1− 0.952 ≈ 0.31L0 (14)

Staven uppfattas allts̊a ha 31% av sin egenlängd.

Obs! Det är värt att notera att riktningen allts̊a inte spelar n̊agon roll,
effekten är densamma oavsett om observatören är p̊a väg mot eller ifr̊an
objektet.
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Uppgift 3
Elektronens motsvarighet i den tredje generationens fermioner i partikelfysikens
standardmodell är tau-leptonen (τ−). Den har en massa m = 1,8 GeV/c2 och
en genomsnittlig livstid τ = 2,9× 10−13 s. Hur l̊angt skulle en tau-lepton som i en
partikelkollision skapas med med en rörelsemängd p = 45 GeV/c färdas i genomsnitt
i labbets referensram innan den sönderfaller? [5p]

⇒ Lösningsförslag: Vi kan utnyttja följande samband fr̊an formelsamlingen:

E2 = p2c2 +m2c4 (15)

som med naturliga enheter (dvs d̊a vi l̊ater ℏ = c = 1, s̊a att E, p och m f̊ar samma
enhet) blir:

E2 = p2 +m2 ⇒ E =
√
p2 +m2 (16)

För att f̊a ut Lorentzfaktorn för tidsdilatationen använder vi:

E = γmc2 = γm→ γ =
E

m
=

√
p2 +m2

m
≈ 45,036 GeV

1,8 GeV
= 25,02

Nu har vi allt vi behöver för att beräkna den genomsnittliga sträcka som en tau-
lepton färdas i labbramen innan den sönderfaller, och ta hänsyn till dess hastighet
(v = βc), tidsdilatation (γ), den genomsnittliga livstiden i sin egna referensram (τ):

L = βcγτ

Flera sätt att ta fram β g̊ar att använda här. Ett elegant sätt att f̊a βγ är att
utnyttja att definitionen av relativistisk rörelsemängd:

p = γmv = γmβc→ βγ =
p

mc

vilket i naturliga enheter förenklas till βγ = p/m, och vi f̊ar

L = βcγτ =
pcτ

m
=

45 GeV × 2,998× 108 m/s× 2,9× 10−13 s

1,8 GeV
≈ 0,00217355 m

Svaret blir allts̊a ca 2,1 mm.

Obs! Om β-faktorn utelämnats fr̊an uttrycket för L med motiveringen att
den räknats fram och är s̊a pass nära 1 att den kan försummas givet precisionen p̊a
de givna variablerna (β = 0,9992) ges full poäng. Om den saknas utan förklaring
ges poängavdrag.
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Uppgift 4
Under 2025 publicerades en forskningsartikel av kollegor p̊a KTH som varit med
och byggt ett ballongburet instrument för att mäta polariserad röntgenstr̊alning
fr̊an astronomiska objekt, som tex den s̊a kallade Krabbnebulosan, ett expanderande
moln av gas som utgör resterna efter en supernova, en stjärna som exploderade 4
juli år 1054.

(a) Instrumentet, som heter XL-Calibur, lyfte fr̊an Esrange Space Center utanför
Kiruna den 9:e juli 2024 och landade efter fem dagars flygning p̊a ca
40 km höjd i Kugluktuk, Kanada. Under flygningen mätte XL-calibur
röntgenstr̊alning med energier mellan 19–64 keV – vilket v̊aglängdsintervall
motsvarar detta? [2p]

⇒ Lösningsförslag: Energin och v̊aglängden är kopplade via

E =
hc

λ

vilket för de givna energierna ger v̊aglängder mellan 19–63 pm.

Ett vanligt misstag här var att många inte kunde prefixen, och svarade
nanometer eller mikrometer, fast svaret var rätt angivet i meter. Detta trots
att prefixen (för första g̊angen!) var med i formelsamlingen i år! Jag var dock
förl̊atande här, s̊a länge inte svaren var orimliga (svar i hundratals nanometer,
som ni ska veta är i det synliga v̊aglängdsintervallet, gav avdrag).

(b) Comptonspridning sker mellan en foton och en elektron. Rita upp ett diagram
för processen om en foton träffar en fri elektron i vila, och definiera vinklarna
och energierna. Beräkna den maximala energin en foton i intervallet i a) kan
uppmätas med efter spridning med 45 grader. [3p]

⇒ Lösningsförslag: Relationen mellan energierna för de inkommande och
spridda fotonerna och spridningsvinkeln ges av

1

E ′ −
1

E
=

1− cos θ

mec2
.

Om vi löser ut E ′ och stoppar in θ = 45◦ och E = 64 keV f̊as E ′ = 61.7 keV
≈ 62 keV.
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Uppgift 5
V̊agfunktionerna för de olika tillst̊anden som elektronen i en väteatom kan befinna
sig i är kända och givna i formelsamlingen.

(a) Om huvudkvanttalet n = 3, hur många möjliga kvanttillst̊and kan elektronen
befinna sig i? [1p]

⇒ Lösningsförslag: Om vi har n = 3 kan l = 0, 1, 2, ml = 0,±1, . . . ,±l, och
ms = ±1/2. Vi f̊ar allts̊a följande möjliga värden:
n l ml

3 0 0
3 1 0
3 1 -1
3 1 +1
3 2 0
3 2 -1
3 2 +1
3 2 -2
3 2 +2

För varje av de 9 kombinationerna av n, l, och ml i tabellen ovan kan ms ha
tv̊a värden. För n = 3 har vi allts̊a totalt 18 möjliga kvanttillst̊and.

Vanligt misstag: n = 3 ⇒ l = 0, 1, 2 ⇒ ml = 0,±1,±2, s̊a vi har
3 × 5 = 15 möjliga tillst̊and, och för varje tv̊a spinnmöjligheter, s̊a 30 totalt.
Felet här är att ml = 0,±1,±l, dvs för fallet med n = 3, l = 0 måste ml = 0
(dvs ett tillst̊and), och om n = 3, l = 1 kan vi ha ml = 0,±1 (dvs tre
tillst̊and).

(b) En väteatom i sitt grundtillst̊and absorberar en foton med λ = 121,6 nm.
Bestäm huvudkvanttalet n för tillst̊andet som elektronen nu befinner sig i.
Givet att fotonen är en boson med spinn s = 1, vad kan sägas om värdet p̊a
bankvanttalet l för det exciterade tillst̊andet? [2p]

⇒ Lösningsförslag: Energin som förs över fr̊an fotonen till väteatomen ges av

Eγ =
hc

λ
=

4,13570× 10−15 eVs× 2,99792× 108 m/s

121,6× 10−9 m
≈ 10,2 eV (17)

och denna energi finns tillgänglig för att excitera väteatomen. Vi har nu

En = −13,6 eV

n2
⇒ E1 = −13,6 eV, E2 = −3,4 eV, E3 = −1,15 eV, . . . (18)

som ger oss att det exciterade tillst̊andet med n = 2 kan n̊as precis genom att
fotonen absorberas.
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Vad gäller l vet vi att n = 1 ⇒ l = 0 i grundtillst̊andet. Eftersom det
rörelsemängdsmomentet J = L + S måste bevaras, ger fotonens spinn
bankvanttalet bli l = 1.
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(c) Bestäm ett uttryck för den mest sannolika radien där elektronen i det exciter-
ade tillst̊andet kan befinna sig. [2p]

⇒ Lösningsförslag: Den mest sannolika radien ges av att derivera sanno-
likhetstäthetsfunktionen med avseende p̊a R, och se var denna har maximum.
Som bakgrund för detta är det bra att tänka p̊a var detta kommer ifr̊an (se
avsnitt 7.7 i Harris om den radiella sannolikheten för väteatomen för mer
detaljer):

∫

V

|ψ∗ψ|2dV =

∫ r=∞

r=0

∫ θ=π

θ=0

∫ 2π

0

R2(r)Θ2(θ)r2 sin θdϕdθdr = 1 (19)

Detta utryck kan faktoriseras till en r-beroende faktor och en θ-beroende fak-
tor, som var och en normaliseras. Den radiella sannolikheten ges av:

P (r) = r2|R(r)|2 = r2|R2,1(r)|2 = r2
1

(2a0)3
r2

3a20
e−r/a0 =

r4

24a50
e−r/a0 (20)

Vi kan nu derivera detta uttryck för att hitta maximum:

d

dr
P (r) =

1

24a50

d

dr

(
r4e−r/a0

)
= (21)

=
1

24a50

[
4r3e−r/a0 + r4

(
− 1

a0

)
e−r/a0

]
= (22)

=
e−r/a0

24a50

[
4r3 − r4

a0

]
= 0 (23)

⇒ 4r3 − r4

a0
= 0 ⇒ r = 4a0 (24)

Den mest sannolika radien för elektronen att befinna sig vid är allts̊a 4a0.
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Uppgift 6
I ett laboratorium p̊a KTH finns en liten bit Kalifornium (252Cf) placerad i en stor
vattentank. Denna utsöndrar neutroner som effektivt bromsas in i vattnet, till nära
vila, innan de absorberas av väteatomerna i vattnet eller i omgivande material.
Genom absorption i väte bildas isotopen deuterium (2H). Deuteriumatomkärnan
bildas i sitt grundtillst̊and och den överblivna energin skickas ut i form av en gam-
mafoton.

(a) Vilken energi (uttryckt i keV) har dessa fotoner? [2p]

⇒ Lösningsförslag: Processen är 1H+ n→ 2H. Energibevarande ger oss

Ek(
1H) + Ek(n) + (m(1H) +m(n))c2 = Ek(

2H) +m(2H)c2 + Eγ. (25)

Enligt uppgiften saktar neutronerna in till nära vila innan de absorberas, s̊a vi
kan anta att den kinetiska energin för kärnorna och neutronen är försumbar,
och vi har d̊a kvar

Eγ = (m(1H) +m(n)−m(2H))c2 ≈ 2.23 MeV (26)

(b) Om deuteriumkärnorna i sin tur absorberar neutroner bildas tritium (3H) som
sönderfaller med en halveringstid p̊a 12,3 år. Vilket sönderfallskedja är rimlig
för tritium, och vilken stabil kärna bildas? [3p]

⇒ Lösningsförslag: Vilka sönderfallsprocesser är möjliga?

• α-sönderfall: inte möjligt eftersom masstalet för 3H är för litet för att
kunna skapa en 4He-kärna.

• β+-sönderfall är inte möjligt eftersom det skulle kräva att en proton om-
vandlas till en neutron (och skickar ut en positron och en neutrino), men
det finns bara en proton, och uppgiften säger att det ska bli en kärna i
sluttillst̊andet.

• β−-sönderfall är däremot möjligt, d̊a 3H har gott om neutroner som kan
omvandlas till protoner via n→ p+ e− + ν̄e, dvs vi f̊ar här

3H → 3He + ν̄e.

Denna process sker spontant eftersom Q-värdet är positivt:

Q = ∆mc2 = (m(3H)−m(3He))c2 ≈ 0,00002 u c2 > 0. (27)

Vi ser att även 3He har för l̊agt masstal att genomg̊a α-sönderfall, och
ett β+-sönderfall skulle pga beräkningen ovan kräva energi, dvs förbjudet.
Slutligen skulle ett ytterligare β−-sönderfall ge oss

3He → 3Li + ν̄e
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vilket skulle kunna ske om masskillnaden till̊ater det:

∆E = ∆mc2 = (m(3He)−m(3Li))c2 ≈ −0,015uc2, (28)

dvs inte till̊atet. Eftersom inga av dessa sönderfall är möjliga är 3He
sannolikt stabil, och vi kan sluta oss till att det är rätt kärna.

Obs! Weizsäckers formel är inte lämplig att använda i denna uppgift.

Uppgift 7
Astrofysikern Josefin studerar absorptionsspektrumet för kolmonoxid i ljuset fr̊an
en avlägsen nebulosa. En tydlig absorptionslinje syns vid fotonenergin 0,265 eV,
och Josefin vet att denna linje motsvarar överg̊angen mellan tv̊a vibrationstillst̊and,
V = 0 → V = 1.

(a) Ta fram det generella uttrycket för ∆E(V ), dvs energiskillnaden mellan tv̊a
p̊a varandra följande vibrationsniv̊aer för en vibrerande molekyl. [2p]

⇒ Lösningsförslag: Vibrationsenergin ges i formelsamlingen av

Evib(V ) = (V +
1

2
)hν0 (29)

vilket ger oss

∆E(V ) = Evib(V +1)−Evib(V ) = hν0(V +1+
1

2
− (V +

1

2
)) = hν0 = ℏ

√
k/µ,

(30)
där k är fjäderkonstanten och µ är den reducerade massan.

(b) Hon observerar ocks̊a en mycket svagare linje vid 0,259 eV, och Josefin undrar
om detta kan bero p̊a att en annan kolisotop än 12C finns i nebulosan. De
tv̊a vanligast förekommande isotoperna för kol och syre är 12C respektive 16O.
Bestäm vilken isotop (p̊a formen XA) det är. [3p]

⇒ Lösningsförslag: Absorptionslinjen med ∆E = 0,265 eV vet vi kommer fr̊an
överg̊angen V = 0 → V = 1 för kolmonoxid gjort p̊a 12C och 16O, s̊a vi kan
bestämma fjäderkonstanten:

∆E = ℏ
√
k/µ⇒ k =

(
∆E

ℏ

)2

µ, (31)

där µ = mCmO

mC+mO
= 12u·16u

12u+16u
≈ .6,857 u, vilket ger oss

k =

(
0,265 [eV] · 2π

4,1357× 10−15 [eVs]

)2

· 6,857 [u] ≈ 1,111× 1030 u/s2. (32)
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Den andra absorptionslinjen motsvarar ∆E2 = 0.259 eV, och antas ocks̊a
komma fr̊an CO, men med en annan kolisotop än 12C. Om vi antar att
fjäderkonstanten inte p̊averkas av kolisotopen kan vi sätta upp ett uttryck
för den reducerade massan µ2 och räkna ut vilken atommassa X den okända
kolisotopen XA har:

µ2 =
k

(∆E2/ℏ)2
= . . . ≈ 7,18 u (33)

µ2 =
16 ·X
16 +X

⇒ 16µ2 = (16− µ2)X ⇒ X =
16µ2

16− µ2

≈ 13,02 u (34)

Detta ger oss att den svagare absorptionslinjen kommer fr̊an kolmonoxid med
kolisotopen 13C.
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Uppgift 8
Nobelpriset i fysik tilldelades 2025 Clarke, Devoret och Martinis “för upptäckten av
makroskopisk kvantmekanisk tunnling och energikvantisering i en elektrisk krets”.
Tunnling är ett kvantmekaniskt fenomen som nu utnyttjas i tillämpningar som fas-
tatillst̊andsdiskar för lagring i datorer, dioder, svepelektronmikroskop, och kvantda-
torer. Effekten kan sammanfattas med att ett objekt, tex en partikel, kan ta sig
igenom en potentialbarriär som den enligt klassisk fysik inte borde kunna penetrera.

L̊at oss undersöka ett fall av tunnling i en dimension. En elektron rör sig fritt
i positiv x-led och träffar p̊a en rektangulär potentialbarriär med energin 5 eV och
längden 12 Å. Hitta en elektronenergi i intervallet 7–9 eV för vilken vi inte f̊ar n̊agon
reflektion alls. [5p]

⇒ Lösningsförslag: Fr̊an formelbladet har vi följande uttryck för reflektionsko-
efficienten:

R =
sin2

[√
2m(E − U0)(a/ℏ)

]

sin2
[√

2m(E − U0)(a/ℏ)
]
+ 4 E

U0
( E
U0

− 1)
(35)

För att R = 0 måste allts̊a:

sin2
[√

2m(E − U0)(a/ℏ)
]
= 0 (36)

⇒
√
2m(E − U0)(a/ℏ) = nπ, n = 0, 1, 2, . . . (37)

⇒ E − U0 =
n2π2ℏ2

2ma2
(38)

E =
n2π2ℏ2

2ma2
+ U0 (39)

Nu kan vi sätta in värdena m = me, a = 12× 10−10 m, U0 = 5 eV, och f̊ar:

E ≈ 0.26113× n2 + 5 [eV ], n = 0, 1, 2, . . . (40)

Test av olika n ger:

n E [eV]
0 5,00
1 5,26
2 6,04
3 7,35
4 9,18

Endast E3 = 7,35 eV uppfyller kraven.



SH1014 Modern fysik: Formler och konstanter

Version 3.7

Naturkonstanter
Ljusets hastighet i vakuum c 2,99792458 · 108 m/s
Elektronens laddning e 1,6021766 · 10−19 C
Dielektricitetskonst. i vakuum ε0 8,854187 · 10−12 F/m
Permeabiliteten i vakuum µ0 4π · 10−7 N/A2

Plancks konstant h 6,62618 · 10−34 J·s =
4,13570 · 10−15 eV·s

Boltzmanns konstant kB 1,38065 · 10−23 J/K
Avogadros tal NA 6,022045 · 1023 mol−1

1/4πε0 8,98755 · 109 Nm2/C2

Vilomassor
Partiklar:

u [atomär massenhet] MeV/c2
Elektron 5,485803 · 10−4 0,511003
Proton 1,00727647 938,280
Neutron 1,00866501 939,573
Deutron 2,01355321 1875,628
Alfapartikel 4,00150618 3727,409
π+, π− 139,570
π0 134,977

Atomer:
u [atomär massenhet]

1H 1,007825
2H 2,014101
3H 3,016049
4H 4,027806
3He 3,016029
4He 4,002603
5He 5,012223
3Li 3,030775
4Li 4,027185
5Li 5,012537
8C 8.037675
9C 9.031036
10C 10.016853
11C 11.011433
12C 12,000000
13C 13.003354
14C 14.003241
14N 14,003074
16O 15,994914

Omvandlingsfaktorer och enheter
1 eV = 1,6021766 · 10−19 J
1 b [barn] = 10−28 m2

1 u = 931,502MeV/c2 = 1,660566 · 10−27 kg
1 Bq = 1 sönderfall/s
1 Ci = 3,7 · 1010 Bq
1 Å [Ångström] = 1 · 10−10 m

Prefix:
exa E 1018

peta P 1015

tera T 1012

giga G 109

mega M 106

kilo k 103

– 100

milli m 10−3

mikro µ 10−6

nano n 10−9

piko p 10−12

femto f 10−15

atto a 10−18

Några matematiska formler
Följande integraler kan vara användbara:

∫ ∞

0

rme−brdr =
m!

bm+1

∫ ∞

0

e−bx2

dx =
1

2

√
π

b∫ ∞

0

xe−bx2

dx =
1

2b
∫ ∞

0

x2e−bx2

dx =
1

4b

√
π

b



Speciell relativitetsteori
Lorentztransformationen
I inertialsystemet S rör sig inertialsystemet S′ med hastigheten
v längs med x-axeln. Systemens origoO resp.O′ sammanfaller-
då tiden i båda systemen är noll, dvs då t = t′ = 0.

x′ = γ(x− vt)

y′ = y

z′ = z

t′ = γ(t− v

c2
x)

γ =
1√

1− v2/c2

Den inversa Lorentztransformationen:

x = γ(x′ + vt′)

y = y′

z = z′

t = γ(t′ +
v

c2
x′)

Dopplereffekten
Observerad frekvens f på ljuset då det utsänds från en ljuskälla
som i sitt system har ljusfrekvensen f0 då ljuskällan färdas med
hastigheten v i vinkleln θ mot observatören. θ = 0 motsvarar
att källan rör sig rakt ifrån observatören.

f =
f0

γ(1 + v
c cos θ)

Hastighetstransformationer
Transformation av hastigheter mellan S′ och S:

ux =
dx

dt
=

u′x + v

1 + v
c2u

′
x

uy =
dy

dt
=

u′y
γ(1 + v

c2u
′
x)

uz =
dz

dt
=

u′z
γ(1 + v

c2u
′
x)

Samband mellan rörelsemängd och energi

E2 = p2c2 +m2
0c

4

Vågor och partiklar
Plancks strålningslag

I(ν, T ) =
2hν3

c2
1

ehν/(kBT ) − 1

[
Wm−2Hz−1sr−1

]

I(λ, T ) =
2hc2

λ5
1

ehc/(λkBT ) − 1

[
Wm−3sr−1

]

Wiens förskjutningslag

λmax =
2,898 · 10−3 [m ·K]

T [K]

Comptonspridning
Då en inkommande foton med våglängden λ sprids (i vinkeln θ)
mot en stillastående elektron så gäller

λ′ − λ =
h

mec
(1− cos θ),

där λ′ är våglängden för den spridda fotonen. För fotonenergi-
erna gäller på motsvarande sätt

1

E′ −
1

E
=

1− cos θ

mec2
.

Kvantmekanik
Den tidsoberoende endimensionella Schrödingerekvationen:

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ U(x)ψ(x) = Eψ(x)

Normaliseringsvillkor i en dimension:
∫ ∞

−∞
|Ψ(x)|2dx = 1

Oändlig endim. lådpotential, lösning

En =
n2π2h̄2

2ma2
=

[
h̄ =

h

2π

]
=

n2h2

8ma2
, n = 1,2,3, . . .

ψn(x) =

√
2

a
sin(

nπ

a
x).

Potential för harmonisk oscillator (endim.)
Potential: U(x) = κx2/2.
Lösning:

En = (n+
1

2
)h̄ω0, n = 0,1,2,3, . . . ,

där w0 =
√
κ/m.



Potentialbarriärer
Transmissionssannolikheten och reflektionssannolikheten vid
en potentialbarriär beror av energin U0, dess längd a och den
inkommande partikelns energin E.
Om E > U0 så har vi:

R =
sin2

[√
2m(E − U0)(a/h̄)

]

sin2
[√

2m(E − U0)(a/h̄)
]
+ 4 E

U0
( E
U0

− 1)

T =
4 E
U0

( E
U0

− 1)

sin2
[√

2m(E − U0)(a/h̄)
]
+ 4 E

U0
( E
U0

− 1)

Om E < U0 så har vi:

R =
sinh2

[√
2m(U0 − E)(a/h̄)

]

sinh2
[√

2m(U0 − E)(a/h̄)
]
+ 4 E

U0
(1− E

U0
)

T =
4 E
U0

(1− E
U0

)

sinh2
[√

2m(U0 − E)(a/h̄)
]
+ 4 E

U0
(1− E

U0
)

Tunnling genom bred potential:

T ≈ 16
E

U0
(1− E/U0)e

−2a
√

2m(U0−E)/h̄ ; om a >>
1

α
,

där α =
√

2m(U0−E)
h̄2 .

Operatorer
Exempel på operatorer (endim.):

p̂ = −ih̄ d

dx
x̂ = x

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x) = − h̄2

2m

d2

dx2
+ U(x).

Den tidsoberoende Schrödingerekvationen i operatorform:

Ĥψ(x) = Eψ(x)

Väntevärde och osäkerhet
Väntevärdet Q för observabeln Q:

Q =

∫ ∞

−∞
Ψ∗(x, t)Q̂Ψ(x, t)dx

Osäkerheten ∆Q för en observabel Q:

∆Q =

√
(Q2)− (Q)2

Väteatomen
Coulombpotential från punktkälla/proton:

V (r̄) = − e2

4πε0r

Kvanttal i lösningen för väteatomen
• huvudkvanttal, n = 1,2,3, . . .

• bankvanttal, l = 0,1,2, . . . , n− 1

• magnetiskt kvanttal,ml = 0,±1,±2, . . . ,±l

• spinnmagnetiskt kvanttal,ms = ± 1
2

Vätelika atomer - energier

En =
−mee

4Z2

2(4πε0)2h̄
2 · 1

n2
=

−Z2 · 13.6 [eV]
n2

, n = 1,2,3, . . . ,

där Z är antalet protoner i atomkärnan (Z = 1 för väte).

Väteatomen - vågfunktioner
Vinkeldel

Φ(ϕ) = eimlϕ, ml = 0,±1,±2, . . .

Θ(θ) = Pml

l (cos θ) l = 0,1,2, . . .

ml = 0,±1,±2, . . . ,±l.

l,ml Θ(θ)l,ml
· Φml

(ϕ) = Y ml

l

0,0

√
1

4π

1,0

√
3

4π
cos θ

1,±1

√
3

8π
sin θe±iϕ

Radiell del

n, l Rnl(r)

1,0
1

a
3/2
0

2e−r/a0

2,0
2

(2a0)3/2

(
1− r

2a0

)
e−r/2a0

2,1
1

(2a0)3/2
r√
3 · a0

e−r/2a0



Bohrradien a0 skrivs:

a0 =
(4πε0)h̄

2

me2

Med insatta naturkonstanter får vi a0 = 0.0529 · 10−9 m.

Kvantiserat rörelsemängdsmoment

|L| = h̄
√
l(l + 1) l = 0,1,2, ..., n− 1

Lz = mlh̄ ml = 0,±1,±2, ...,±l

|S| = h̄
√
s(s+ 1) s =

1

2
(elektron)

Sz = msh̄ ms = ±1

2

Magnetiskt dipolmoment
Magnetisk dipolmoment från banrörelse:

µ̄L = − e

2me
L̄.

µz = − e

2me
Lz

Magnetisk dipolmoment från spinn:

µ̄S = −gs
e

2me
S̄

Totalt magnetisk dipolmoment:

µ̄ = µ̄L + µ̄S = − e

2m
(L̄+ gsS̄)

Potentiell energi för en magnetisk dipol, µ, i ett yttre magnetiskt
fält, B̄ = Bz :

U = −µ̄ · B̄ = −µzB

Spinn-ban-koppling
Magnetfältet som elektronen upplever från banrörelsen:

B̄L =
µ0e

4πmer3
L̄, (1)

Energiskift, ∆U :

∆U = µ̄s · B̄L =
µ0e

2

4πm2
er

3
(S̄ · L̄) (2)

Spektroskopisk notation
s för l = 0
p för l = 1
d för l = 2
f för l = 3
g för l = 4
h för l = 5.

Molekylfysik
Reducerad massa:

µ =
m1m2

m1 +m2

Rotationsenergier:

Erot =
L2

2I
=
h̄2

2I
J(J + 1) J = 0,1,2,3, ...,

där tröghetsmomentet I = µR2.

Vibrationsenergier:

Evib = (V +
1

2
)hν0 V = 0,1,2,3, ...,

där ν0 = 1
2π

√
k/µ.

Fasta tillståndets fysik
Fermi-Dirac-fördelningen:

N(E) = 1

e(E−EF)/kBT + 1

Effektiv massa:

meff = h̄2
(
d2E
dk2

)−1

Partikelfysik
Standardmodellen i tabellform:

u
upp

c
charm

t
topp

γ
foton

H
Higgs

d
ner

s
sär

b
botten

g
gluon

νe
elektron-
neutrino

νµ
myon-
neutrino

ντ
tau-

neutrino
Z0

Z-boson

e
elektron

µ
myon

τ
tauon

W±
W-boson

Fermioner

Bosoner

Kv
ar
ka
r

Le
pt
on

er
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