Institutionen féor Matematik, KTH

Tentamen del 2

Numeriska metoder SF1544 och BE3003
8.00-11.00 5/6 2019

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).
Det finns tva varianter av uppgift 2. Endast en av dem far losas.

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstdndiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 réttas endast om del 1 ar godkénd.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng, av maximalt 50 poéng pa del 2.

1. Vi onskar losa ekvationssystemet
22 +y=0.7,
2%/ cosy = 0.2,

med Newtons metod.
(a) (7p) Kan startpunkten (zo,y9) = (0,0) ge konvergens till en l6sning av ekvationssystemet?
Motivera ditt svar.
(b) (10p) Skriv ett Matlab-program som anvénder startpunkten (zo,vo) = (1,1) och bestdmmer
en 16sning till ekvationssystemet med ett fel mindre d&n 10~® i bade x och v.

(a) Ekvationssystemet kan skrivas £(z,y) =0, ddr

[ B 4y—07
f(m’y)_<x2/cosy—0.2 '

Jacobimatrisen till £ ges av

J(o.y) = 3z? 1
UY) =\ 22/ cosy a?siny/cos’y )

FEvaluering i startpunkten (xo,v0) = (0,0) ger

f(an, ) = (7

J (w0, y0) = (8 é) :

I forsta steget av Newtons metod ska ekvationssystemet J(xo,yo)h = f(z0,v0) l0sas.
Eftersom detta ekvationssystem saknar losning kan denna startpunkt inte ge konvergens.
(b) Ett Matlab-program ges av

och
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z=[1;1]; %Initialisering
z0ld=[0;0]; %Initialisering

while norm(z-zold,inf)>1e-8
zold=z;
z=z-[3*z(1)"2 1; 2*z(1)/cos(z(2)) z(1) " 2xsin(z(2))/(cos(z(2)))"2]...
\[z(1)"3+z(2)-0.7; z(1)"2/cos(z(2))-0.2];
end

disp([’x=’, num2str(z(1)),’ y=’, num2str(z(2))])

2a. (6p) Bestdm ett polynom som interpolerar punkterna i tabellen

x|0]1]2
y|13(2|4

2b. (9p) Givet tabellvérdena

x|[0]1
y|31]2

vill man hitta ett tredjegradspolynom p(x) = ag + a1z + apx? + azx® som interpolerar
punkterna i tabellen, och som dessutom gor att funktionen f : R — R, definierad av
f(z) = p(z) for 0 < o < 3 och f(z +3) = f(z) for alla =, uppfyller att f &r kontin-
uerlig och deriverbar overallt. Stall upp ett ekvationssystem som ger koefficienterna for
polynomet p. Du behdéver inte 16sa ekvationssystemet for hand.
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(a) Med Newtons ansats ges andragradspolynomet av p(z) = ag + a1z + agx(x — 1).
Bestamning av dess koefficienter gors genom insattning av interpolationspunkterna:

p(0) = ag = 3,
p(l):a0+a1:2 == a; = —1,

3
p(2) = ap + 2a1 + 205 =4 = az = 3.

(b) For att funktionen f ska fa de dnskade egenskaperna krdivs att p(0) = 3, p(1) = 2,
p(3) = 3 och p'(0) = p/(3). Detta ger upphov till ekvationssystemet

p(0) =3:a9 =3,

p(1) =2:a¢+ a1 + as + az = 2,

p(3) = 3 :ag + 3a1 + 9ay + 27az = 3,
p'(0) =p'(3) :a1 = ay + 6ay + 27as.

Alternativ uppgift 2 (15p) Formulera och bevisa en sats om konditionstal for 16sning
av linjara ekvationssystem.



3.

(a) (9p)

(b) (9p)
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Denna uppgift handlar om approximation av losningen till begynnelsevardesproblemet
y/(t) = \/a y(O) =0,
med Eulers metod.

Lat yy vara approximationen av y(1) da N lika langa steg med metoden Framat Euler
anviands. Gor en feluppskattning, dvs. bestdm en funktion e(h) sadan att

lyn —y(1)] < e(h),
dér h = 1/N é&r den konstanta steglingden. For full podng kravs att e¢(1/100) < 0.02.
Tips: For analysen kan det vara anvandbart att i tilldgg till metoden Framat Euler dven
betrakta Bakat Euler.
Om y(1) ska approximeras med tva steg med metoden Framat Euler, hur ska dessa steg
véljas for att felet |yny — y(1)| ska bli sa litet som méjligt?

(a) Framat Eulerldsningen uppfyller
yn = h(f(to) + f(t1) + ...+ ftn-1))

dir t; = i-h och f(t) :== \/t. Detta ir en Riemannsumma med evalueringar i vinstra
andpunkten av delintervallen som approximerar integralen

. /01 F(t) dt.

For motsvarande Bakat Euler-losning ySF gdller

yn" = h(f(t) + f(t2) + ... + f(tn)).

Detta ar en Riemannsumma som approzimerar I med funktionsevalueringar i delinter-
vallens hogra dndpunkter. Eftersom f dr en vdzande funktion gdller

yv <1 <yi”.
Darfor uppfyller felet
0<T—yy<yx" —yv=h,
dir den sista likheten foljer direkt fran uttrycken for yn och yR¥. Vi kan alltsd lita
e(h) = h.
(({)) Beteckna lingden av forsta Frama Fuler-steget med h. Ldngden av andra steget
blir ddérmed 1 — h. Framat Euler-approximationen blir ddrmed (med antal steg N = 2),

s = Vh(1 = h).
Eftersom I —yy > 0 for alla 0 < h < 1 galler att felet minimeras for den steglingd h som

maximerar yo. Genom att derivera uttrycket med avseende pa h far vi att det optimala
valet av h uppfyller
1 3
L3,
2vh 2
dvs. h =1/3.



