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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat A vara foljande reella matris.

1 -1 1 0
-1 0 -1 0
A 0O 1 0 O
1 1 1 1
Bestidm det karakteristiska polynomet p4(¢) och minimalpolynomet q4(%). 4p)

Losningsforslag. Vi beriknar

t—-1 1 -1 0
1 t 1 0
0o -1 t 0

-1 -1 -1 t-1

= (t—1)((E =) +1) = 1-(t—1)) = (t — 1)*

Minimalpolynomet dr alltsd t%(t — 1)° déir a € {1,2} och b € {1,2}. Dvs t? — ¢, t3 — 2,
t3 — 2t2 + teller t* — 2t3 4 ¢2. Speciellt 4r graden minst 2. Vi beriknar

pa(t) = det(tl — A) = =(t-1) 1 t 1

2 0 2 0 2 .0 2 0 2 0 2 0
> -1 0 -1 0 s =10 =10 s _|-10 =10
=110 210 =110 10 A=110 -1 0

11 1 1 11 1 1 11 1 1

Vi ser att A2 — A # 0 medan A% — A? = ( och allts& 4r minimalpolynomet q4(t) = 3 — 2.

Svar. pu(t) = t2(t — 1)? = t* — 23 + 2 och qa(t) = *(t — 1) = 3 — ¢*.
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2. Lat C°([0, 27], C) vara Vektorrummet av kontinuerliga komplexv'eirda funktioner pa inter-
vallet [0, 277] med inre produkt (f(x fo x) dz. Lat V vara delrummet av
trigonometriska polynom, dvs V' = Span{em : k € Z} Avgor om foljande operatorer
pa V ir sjdlvadjungerade och/eller unitira.

@ Li(f)(z) = f'(x) 2p)
(b) Lo(f)(x) = (e +e7) f(x) 2p)

Losningsforslag. En sj'eilvadjungerad operator uppfyller att L' = L och en unitir operator
uppfyller att LT = L~!. Dessutom har sjilvadjungerade operatorer reella egenvirden och
unitira operatorer egenvirden av belopp 1.

Vi kiinner sedan tidigare till att {e?**} #r linjért oberoende och alltsé utgor en bas till V
och till och med en ortogonal bas. Vi har att

Ll(eikx> _ ikeikx, L2<€ika}) — ei(k—i-l)ac + ei(k—l):v

och alltsa dr basen en egenvektorbas for L.; men inte for Lo. Speciellt har 1,; egenvirdena
{ik : k € Z} vilka varken &r reella eller har belopp 1. Alltsa dr L, varken sjélvadjungerad
eller unitér.

Operaton Lo &r pa formen L(f)(z) = h(x) f(x). Fran den inre produkten ser vi att

(f(@)h(x)g(z)) = / F@h(x)g(z) de = / " @h(@)g(a) da

= (f(2)h(z)lg(x))

Alltsé dr LY (f)(z) = h(z) f(:v). Vi noterar att h(x) = e + e~ = ¢~ 4 ¢ = p(z) (det
dr for ovrigt inget annat 4n den reella funktionen 2 cos(z)). Alltsa &r L, sjdlvadjungerad.
Déremot ér inte Ly unitir eftersom h(x)? # 1.

Alternativt kan man skriva ner matrisen for Ly i den ortogonala basen {e?*}:

0100
1010
[Lo] = 010 1
0010

och notera att matrisen dr hermitesk men att kolonnerna k och k + 2 ej dr ortogonala mot
varandra.

Svar. L, dr varken unitidr eller sjdlvadjungerad. L, ér sjdlvadjungerad.
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3. Vi har en stokastisk process p(¢) som ges av p(t + 1) = Ap(¢) dir
1 0 01
A==-12 0 0
S 113 2
med startférdelningen p(0) = [0.2 0.3 0.5]T. Avgor om griansvirdet lim; ., p(t) exi-

sterar och berikna i sa fall det. (4 p)

Losningsforslag. Vi beridknar

32 L8 6 5
A2=_10 0 2|, A*=—1|2 6 4
918 6 5 27117 15 18

Alltsa dr A reguljar. Det innebdr, enligt Perron—Frobenius sats, att oavsett startfordelning
sa gar Markovprocessen mot den unika stokastiska egenvektorn med egenvirdet 1. Vi

berédknar
1173 0 1 -3 0 1
A_[:§ 2 -3 0|~|2 =30
1 3 -1 0 0 0
Vilket ger den unika egenvektorn v = (3,2,9) upp till multiplikation med skalédr. Den
unika stokastiska egenvektorn &r alltsd p., = (3,2, 9). Detta ger
I
BP0 =Pee =5 |2

Alternativ losning: Istillet for att beriikna att A3 dr positiv kan man beriikna egenviirdena

till A:
2 1 2 1 2
detOM —A) =X =X - A= =A=1) ([ M+ A+=
et( ) Vg g )(+3+9
Detta ger A = 1 och \ = %(—1 + i/7 ) Alltsa dr A diagonaliserbar med ett egenvérde
2v2

A = 1 och &vriga egenvirden av belopp == < 1. Detta innebir att varje vektor a;§; +
ax€s + as€s gar mot a1€; dat — oo dir §; = po, dr egenvektorn med egenvirde 1.

Svar. Ja, grinsvirdet existerar och dr & [3 2 9] .
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett dndligtdimensionellt komplext vektorrum och L en linjir operator pa V.
(a) Definiera begreppen generaliserad egenvektor (kallas power vector 1 kursboken) och
generaliserat egenrum for L. 1p)
(b) Beskriv de operatorer vars generaliserade och vanliga egenrum sammanfaller. (1 p)
(c) Bestdm alla mojliga Jordans normalformer om L &r nilpotent och dim V' =3. (1 p)
(d) Ge ett exempel pa tva operatorer med samma karakteristiska polynom men inte sam-
ma Jordans normalform. 1p)

Losningsforslag.

(a) En generaliserad egenvektor £ dr en nollskild vektor sadan att (L — A\I)P€ = 0O for ett
egenvirde A och nagot p > 0. Det generaliserade egenrummet E horande till X ir
delrummet av alla generaliserade egenvektorer (samt nollvektorn) tillhérande A.

(b) Dimensionen av ENA ar den algebraiska multipliciteten for A och dimensionen av £
ar den geometriska multipliciteten. Rummen sammanfaller alltsa nir L dr diagonali-
serbar.

(c) En operator L ir nilpotent precis nér alla egenvirden dr 0. Fragan dr da hur manga
Jordanblock vi har och vilka storlekar de har. Vi kan antingen ha ett block (3), tva
block (2 + 1) eller tre block (1 + 1 + 1) och motsvarande Jordans normalformer ar:

010 010 000
0 0 1f, 0 0 0], 000
000 000 000

(d) Om V har dimension n och L &r nilpotent sa dr py(t) = t". Vi kan alltsé t ex vilja
tva av matriserna i svaret till (c).

5. Lat V och W vara vektorrum med baser e, e,,...,e, och f;,fy, ... f,,.
(a) Ange en bas for tensorprodukten V' @ W . Vad ér dess dimension? (1p)
(b) Ange en bas for den yttre potensen /\2 V. Vad idr dess dimension? 1p)
(c) Definiera en naturlig linjdr avbildning L: W ® V* — Hom(V, W) utan att hdnvisa
till baserna (didr VV* betecknar det duala vektorrummet). 1p)
(d) Visa att L dr en isomorfi. Tips: Hdr kan du anvinda baser. 1p)
Liisningsfiirslag

el >/ >

(b) En bas for \*V ir {e; A ej}1<z<]<n och alltsa dr dimensionen ( ) =

(c) Vi har en avbildning f: W x V* — Hom(V, W) som definieras av f ( )(v) =
w(v). Observera att f(w, p)(—) € Hom(V, W) idr linjdr, dvs wo(v) &r thEir iv
och att f(—, —) &r bilinjir, dvs w(v) dr linjdr i w och ¢.
Den universella egenskapen for W @ V* ger en linjdr avbildning L: W ® V* —
Hom(V, W) saatt L(w ® ) = wep.

(d) For att se att L aren isomorﬁ sa utgé’lr vi frdn baserna e;, f; och den duala basen e.

n(n 1)

g i s

med en etta i position (2 J) och nollor i ovrigt. Alltsﬁ tar L en bas pa en bas och dr
ddrmed en isomorfi.
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Betrakta Hilbertrummet ¢5(C) av o#ndliga foljder a = (ag,a,...) av komplexa tal
sddana att 77 |a;|* < oo med den inre produkten (alb) = > % @;b;. Lat V vara
delrummet av foljder a = (ag, ay, ... ) sddana att as,1 = agy, for alla heltal k£ > 0.

(a) Bestim det ortogonala komplementet V' +. 2p)
(b) Ar ¢5(C) en inre direkt summa av V och V1? 2p)

Losningsforslag. En ortogonal bas for Hilbertrummet ¢5(C) dr {e;};>o dir e; = (9;;); ar
foljden som &r noll férutom en etta i position .
(a) Vi har att eg, + €341 € V forallak > 0. Omb = (by,by1,...) € V- dr alltsa

speciellt
0 = (egr + €apr1|b) = bop + bog 41
for alla £ > 0. Detta innebdr att by, 1 = —byy for alla £ > 0. Omvént, om b1 =
—by, forallak > 0ochae Vsair
(alb) = (@arbok + Garribors1) = Y (@arbor + Tar(—bar)) =0
k=0 k=0

ochalltsi irb € V.

(b) Vi behover visa att varje f6ljd i ¢5(C) unikt kan skrivas som en summa av en foljd i

V och en f6ljd i V*. For att bevisa unikheten riicker det att visa att V N V+ = {0}.
Men om asgy 1 = a9y, och ags 1 = —agy for alla k > 0 sa dra = 0.
For att visa existens, 1at L vara operatorn pa f»(C) definierad av L(ey;) = €41 och
L(egkt1) = eq for alla k > 0. Det vill siga L tar foljden a = (ag, a1, as, as, ... ) pa
foljden L(a) = (ay,ap, as,as,...). Dddra+ L(a) € V ocha — L(a) € V. Vi har
alltsa att

1 1
a= §(a—|— L(a)) + i(a — L(a))

dir den forsta termen #ri V och den andra termen dri V-+.

Svar.
(a) V* ér delrummet av foljder b = (b, by, ... ) sddana att agy; = —asgy for alla heltal
k> 0.
(b) Ja.
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7. Lat A vara foljande 2 x 2-matris med element i kroppen F3 = Z/3Z = {0, 1, —1}:

1 -1
b
(a) Visaatt {p(A) : p(z) € F3[z]} utgor en kropp K och bestim antalet element i denna
kropp. 2p)
(b) Betrakta nu A som en 2 x 2-matris over kroppen K. Bestdm dess egenvirden i K och
motsvarande egenvektorer i K2. 2p)
Losningsforslag.
(a) Det karakteristiska polynomet till A ar
t—1 1

pa(t) =det(tl — A) = 1 41
Om py(t) vore reducibelt skulle det ha en linjér faktor och didrmed en rot (dvs ett
egenvirde). Men pa(0) = —1,pa(1l) = 1, pa(—1) = —1sd p4(t) saknar rétter. Alltsa
ar pa(t) irreducibelt och enligt kind sats dr dd K en kropp. Eftersom degp4(t) = 2
sddr K = {aA+b:a,be Fs} ett vektorrum av dimension 2 dver F3 och har alltsa
3? = 9 element.

‘:(t—1)2+1:t2+t—1.

(b) For att hitta egenvirdena sa behover vi 16sa ekvationen:
0=pa(aA+b) = (aA+b)*+ (aA+b) -1

=a’A’> —abA+b* +aA+b—1
=(—a*—ab+a)A+ (a®* +b0*+b—1)

dér vi anvint att 2 = —1 och att A> = —A + I (Cayley-Hamiltons sats). Detta ger

losningarna (a,b) = (1,0) och (a,b) = (—1, —1), dvs egenvirdena
M=A M=-A-1

(Att A ar ett egenvirde foljer ocksa direkt av Cayley—Hamiltons sats och eftersom

sparet ar —1 sa dr det andra egenvirdet —A — 1.)
Vi bestimmer slutligen egenvektorerna. For \; = A far vi ekvationen:

1-A -1 |0 1 1-A10
1 1—A|0 0 0 0
med l6sning & = 4 1_ 1 . (Observera att skriver vi A — A\{[ far detta inte tolkas
som A— Al = A— A = 0utan \; dr en skaldr i K och inte en matris.)
For A\, = —1 — A far vi ekvationen:
A-1 -1 10 1 A-110
1 A—-110 0 0 0

med 16sning &, = [A__l 1} .

Svar.
(a) K har9 element.
A—-1

(b) Egenvirdena dar \y = A och A\, = —A — 1 med egenvektorer £; = [ 1

e[

} och
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8. Lat A vara en komplex n x n-matris med egenviarden Aq, Ao, ..., A, och singuldrviarden
0120922 0Op.
(a) Visaatt|)\1)\2-~-)\n| = 0109 0p. (2 p)
(b) Visa att |\;| < oy for alla q. 2p
Losningsforslag.

(a) Produkten av egenvirdena dr determinanten av A. Singuldrvirdesuppdelning ger A =
Y'Y X' dédr X och Y ér unitidra matriser och ¥ = diag(oy, 09, ...,0,). Vi ska alltsa

visa att |det(A)| = det(X). Men det(A) = det(Y') det(X)det(X) och eftersom X
och Y ir unitdra har alla deras egenvirden belopp 1 och ddrmed dven deras deter-
minanter belopp 1. Vi drar slutsatsen att |det(A)| = | det(X)| = det(X) eftersom
singulidrvirdena dr reella och positiva.
(b) Lat v € C" vara en vektor. D4 dr |XTv| = |v| och [Yv| = |v| medan |Sv| =
Yo o2|vi|? < oy |v|. Speciellt, om v ir en egenvektor med egenvirde A sa giller:
Al [v| = |Av| = |Av| = |YEXTV‘ <oy |v]
och det foljer att |\| < o7.

Observera att det inte &r sant att o; = |\;| i allménhet. Ta t ex

v =[G -1

vilken har singulirvérden 2, 1 och egenvérden +V2.
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9. Lat V och W vara vektorrum med baserna {ej, ey, ...,e,} och {f},fs,... f,}. For en
delmingd S = {s1,82,...,8m} C {1,2,...,n} av storlek m med s; < s3 < -+ < s,
later vi Ps: V' — W och Jg: W — V vara de linjdra avbildningarna som ges av

Js(fi) = ey, Psle)) = {

Lat LS = JS @) Ps.
(a) Visaatt > (/™ Lg) dr identitetsoperatorn pa A" V. 2p)
(b) Visaatt det(AoB) =) s det(AoJg)det(PsoB)om A: V— WochB: W — V
ar linjdra avbildningar. 2p
Summorna &r over alla delméngder S C {1,2,...,n} av storlek m. Finns inga sadana
delmingder s& dr summan 0.

fz' omj:si
0 omj¢s

Losningsforslag.
(a) Vinoterar att Lg = Jg o Pg ges av

e, omj€ES
Ls(e;) = {OJ omj ¢S

Vektorerna eg := e;, A -+ - A e, for alla S som i uppgiften utgor en bas for A™ V.
Det foljer nu att

€gr om S, = S

mL , —
(A"Ls)(es) {0 om S £ S
Alltsd dr Y o (A™ L) identitetsoperatorn pd \™ V.
(b) Vi har linjédra avbildningar
A"A: NV s AW, ATB: AW — ATV
och A"™(AoB): N"W — A"W

Eftersom A o B idr en operator pd W som har dimension m sa dr A" (A4 o B) multi-
plikation med det(A o B):

N (AoB)(fi A---Af,) =det(Ao B)(fy A--- A )
Enligt (a) har vi att:

N (AoB)= \N"Ao N"B=/\"Ao <Z /\ng> o \"B
_Z< (Ao Pg)o /\m(JSoB)>

Eftersom A o Pg och Jg o B idr operatorer pa W sa far vi att

A" (Ao B)(fi A NEy) =Y AN"™(Ao Js)(det(Ps o B)(fi A+ Afy))
S
= det(Ao Jg)det(PgoB)(fy A+ Afy)

Alltsd drdet(AoB) = ), det(AoJg) det(Pso B). (Detta ér en version av Cauchy—
Binets formel.)



