Losningsforslag till Tentamen i Modern Fysik SH1014
14.00-19.00, 2024-01-08, KTH, Stockholm

Tentamen bestar av 8 problem som vardera ger maximalt 5 poang. For godkant kravs 20 poing.
Betyget baseras pa uppnadd poiang. Betygskriterierna &r foljande:
A:36-40, B:32-35.5, C:28-31.5, D:24-27.5, E:20-23.5, Fx:18-19.5, F:0-17.5

1. Problem:

Renen Rudolf har enligt legenden en réd lysande mule och detta beror givetvis pa den stora
utmaning som jultomten star infor att hinna leverera paket till en betydande del av virldens
befolkning pé ett dygn. En aktivt springade ren har en kroppstemperatur pa ca 40°C. Detta
ger upphov till ett emissionspektrum av svartkroppsstralning.

a) Vad ir vaglingden for intensitetsmaximat fran Rudolfs mule, nir han &r i vila efter en
spurt? [2 p]

Under julen fardas Rudolf i s& hog hastighet att detta maximum skiftas till klarrétt (ca 680 nm
vaglingd) for de som ser honom komma rakt emot sig.

b) Hur fort springer Rudolf under julen nér han hjélper jultomten till alla hem? [3 p]

Losning:

a) Vaglidngden for intensitetsmaximum fran en kropp med en given temperature ges av Wien’s
forskjutningslag, som ar derivatan av Plankfunktionen med avseende pa vaglingden. Den
lyder som ;40 = %, dar b 4r en konstant med virde 2.898 - 1073 mK.

I denna uppgift har Rodulfs mule temperaturen ' = 40°C = 313 K. Detta ger alltsa att
vaglangden med maximal intensitet 4r 9259 nm.

b) Nar Rudolf drar jultomten runt till alla hem s& springer han i relativistiska hastigheter,
och for en observatér som ser honom komma rakt emot sig sa far vi ett Dopplerskift som
forkortar vaglangden pa den emitterade stralningen. Stralningen blaskiftas alltsa fran infra-
rott in i det réda, och vi soker den fart v som ger oss ett skifte fran 9259 nm till 680 nm av
intensitetsmaximum. Vi stéller upp formlen for ett relativistiskt Dopplerskifte:

— J
f - 'y(l+%uc056)
Hir vet vi att # = 180° och att cos@ = —1. Eftersom vi arbetar med véglingd och inte
frekvens anvander vi sambandet A = % och far da for vaglangdskiftet

% = 7(%%) = ﬁ diar 8 = v/e¢, A dr den observerade Végléing2den, och g vaglangden
1-(55)
1+ :

0
varden, A = 680 nm och A\g = 9259 nm ger oss 8 = 0.9893, d.v.s. att Rudolfs fart 4r 98.93%
av ljushastigheten.

i ljuskéllans inertialsystem. Vi kan nu l6sa foér 5 som 8 = vilket med instoppade



2. Problem:

En partikel med massan m befinner sig i en endimensionell potential, U (z). Partikelns vég-

funktion kan skrivas:
Aze " forxz >0
w(x)_{o forxz <0

a) Normera vagfunktionen, dvs bestim konstanten A. [2 p]

b) Bestdm U (x) och berdkna partikels energi, E. [3 p]

Losning:

a) Normering av vagfunktionen ger oss konstanten A genom:

1= A2 [T a?e20%dy = (327%' Vi far alltsa att A = +2a%/2.

b) Vi vill satta in vagfunktionen i Schrédingerekvationen och deriverar den darfor forst tva
ganger.

P(x) = Axe™**

V'(x) = Ae™* — Aaxze %

V" (z) = Aza’e™"® — 2Aae™" = Ave™"® (a® — 22) = ¢ () (a® — 22)

Vi ser alltsé att vagfunktionen sjilv ar en del av dess derivator och detta gor det enklare att
lasa ut termer nér vi stoppar in andraderivatan i Schrodingerekvationen:

5t (@) + Ule)u() = BY(x)

som da blir:

—g (0 = %) ¥(2) + U@)(z) = By(a)
Om vi nu bryter ut ¢)(x) ur ekvationen far vi

R (2 2 —
—%(a _Ya)'i‘U(.T)—E
Dar vi kan identifiera konstanta termer med energin, F, och termer beroende pa x med po-

tentialen U (x):

Uz) = ke
och
E=-d

2m



3. Problem:
En viteatom befinner sig i sitt grundtillstand.
a) Vad ar kvanttalen (n, 1, m;) for detta tillstand? [1 p]
b) Bestdm den mest sannolika radien, 7o, for vateatomen, uttryckt i ag. [2 p]

c¢) Berdkna vintevirdet for radien, 7, uttryckt i ag. [2 p]

Losning:
a) Kvanttalen (n, [, m;) for en viteatom i sitt grundtillstind dr unikt bestdmda som (n, [, m;) =
(1,0,0).

b) Den mest sannolika radien, 7, bestims genom att stilla upp sannolikhetsfunktionen P(r)
som bara beror pa den radiella delen av vagfunktionen:
— 2 2_,2192,-2 _ 4 -2
P(T‘) =T |R170| =r %2 e r/ao — We r/ag
Vi deriverar nu denna med avseende pa r:
P/(T) _ % (%6727"/%) _ %ef2r/ao <1 _ a%)

Vi hittar hér den intressanta extrempunkten (maximum) d& r» = ay.

c) Vantevardet 7 finner vi genom:

_ 2 3 .
7= [ rr? Ryl dr =[S rP(r)dr = [J° %6 2rfao — %7(2/?;!0)4 = 2a.



4. Problem:

Den diatoméra molekylen CX, dér X &r ett oként grunddmne, har en fjaderkonstant pa 1860
N/m och ett jamviktsavstand pa 0.113 nm. Vaglangden pa de fotoner som absorberas vid en
vibrationsévergang (AV = 1) 4r 74+-nm 4656 nm, dar V' &r vibrationskvanttalet.

a) Berdkna den reducerade massan for CX. [2 p]
b) Vilken molekyl ar detta? [1 p]

c) Berdkna energin, dels for det forsta exciterade vibrationstillstandet, dels for det forsta ex-
citerade rotationstillstandet, for CX. [2 p]

Losning:

a) Den reducerade massan kan vi ta fram genom att den ingér i uttrycket for de kvantiserade
vibrationsenergierna:

Byp=(V+ 3 hvo=V+H0/k/us V=0,123,..

dar k ar fjaderkonstanten och p &r den reducerade massan. Vi vet att fotoner med vagliangden

4655 nm absorberas av molekylen CX. Dessa har alltsa energin £/ = % = 0.265 eV. For en

absorption har vi att AV = 1 och darfor ar energin for dvergangen given av

Ey =nh\/k/n

Vi kan nu l6sa for p och far:
2
n="gr
vilket med givna virden ovan ger oss yt = 6.86 u.

b) D4 vi kidnner p och massan for kol (C), me = 12 u, kan vi 16sa ut massan for X:

/J/ . _Mmgmx
mo+mx

vilket ger:

myx = £ =16.0u
mgc—p :

Detta ger oss att X ar syre (O) och CX alltsa ar kolmonoxid, CO.

c) De forsta exciterade tillstdnden for vibration och for rotation ges vid V' = 1, respektive
J = 11iformlerna:

Eyir = (V+ %) h\/ k/u

Erot = 2 J (T +1)

Fér vibrationsenergin har vi all data ovan och far ut E),>! = 0.397 V.

For rotationsenergin behover vi troghetsmomentet 7, som for en diatomér molekyl ges (med
den reducerade massan p), som I = jur?

Vi sétter in detta i formeln ovan och far:
2
Brot = g3 (J +1)
I vilket vi kan satta in kédnda vérden och dett ger oss, for J = 1 att

E’=1 = 0.472 meV.

rot



5. Problem:

KTH-studenten Hubert har byggt en elektronaccelerator i sitt studentrum. Elektronerna fri-
gors fran ett filament och accelereras 6ver ett spanningsgap med spanningen U = 52 V i
vakuum. De far darefter traffa olika kristallina material som Hubert vill underséka.

a) Vilken de Broglie-vaglangd har elektronerna nar de traffar kristallen? [2 p]

Efter nagra experiment med elektronvagorna sa bestimmer sig Hubert for att bygga om sin
elektronaccelerator till ett rontgenrér. Hans plan ar att 6ka spanningen U och lata de accele-
rerade elektronerna tréffa en volfram-anod, fran vilken rontgenstralningen emitteras.

b) Vad kallas den process/stralning som ger upphov till ett kontinueligt energispektrum av
hogenergetiska fotoner som skickas ut fran volfram-anoden? [1 p]

c) Hubert vill att rontgenrorets maximala fotonenergi ska motsvara en fotonvaglingd som
Gverensstimmer med de Brolgie-vaglingden i uppgift (a) ovan. Vilket virde pa U ska Hubert
anvénda for sitt rontgenrdr for att detta ska vara mojligt? [2 p]

Losning:
a) de Brolige-vaglidngden, A, for en partikel med en rorelseméngd p uttrycks som A = h/p dir
h ar Plancks konstant. I detta fall sa har elektronen sa lag kinetisk energi (= 52 ¢V) sa vi kan

rakna med det klassiska uttrycket for rorelseméngden: p = mu, vilket med rorelseenergin
Er = mv?/2 ger sambandet: p = \/2mE},. for viglianden sa far vi da:

N h 4135701071 [eV - 5] B 4.13570 - 1071°
p V2mEy /2 (0511 [MeV]/c?) - 52 [eV]  2-0.511 - 10 rgymy - 52

1702107 m =~ 1.7-107 % m

[m]

b) Processen kallas for Bromsstralning, eller Bremsstrahlung pa engelska efter det tyska ut-
trycket. Det &r stralning som uppstar nar en elektriskt laddad partikel (i detta fall en elektron)
bromsar ner, eller byter riktning, vilket elektronerna gor nar de kommer nira en (elektriskt
laddad) atomkérna. Elektroner som tréffar anoden (t.ex. gjord av wolfram) med hog kinetisk
energi skickar darfor ut bromsstralning under sin hastiga nedbromsning i materialet. Broms-
stralningen ger ett kontinueligt spektrum fran noll energi upp till den energi som mostvarar
elektronens kinetiska energi nér den traffar materialet (anoden i detta fall).

¢) Den minimala vaglangden i ett bromsstralningsspektrum ges av den maximala kinetiska
energin for elektronerna E,,,, som i detta fall begrinsas av accelerationsspanningen: Ey,x =
eU. Fér en minimal vaglingd A = 1.702 - 1071 m s4 far vi:

hc hc
>\min = max — 1~ — 77
C/V : Efoton,max eU
h
= % 7201V~ T3kV.
e>\min

Vi ser att en accelerationsspanning pa 7.3 kiloVolt ar nédvéndig for att fa samma fotonvag-
laingd som den tidigare uppnétta de Broligevagldngden pa 1.7 Angstrom.



6. Problem:

Brénslestavarna i kdrnreaktorer fortsétter att producera varme aven lang tid efter att kiarn-
kraftverket stdngs av. Det beror pa att ett stort antal radioaktiva &mnen, som producerats vid
drift, fortsétter att sonderfalla. Detta maste man ta hansyn till vid férvaring av anvant brénsle
béade pé korta och langa tidsskalor.

En typiskt svensk karnreaktorer har en brinslehérd pa 100 ton som bestar av urandioxid. En
nuklid som produceras i stor méngd under drift ar plutonium-239 som har en halveringstid
pa 24110 ar. Antag att méngden Pu-239 &r 0.5% av hirdens totalvikt di reaktorn stings av.

a) Anvind relevanta massor fran formelbladet och berikna @, -vérdet for alfa-sonderfallet av
Pu-239. Ange svaret i enheten MeV med tre decimaler. [3 p]

b) Vid varje alfa-sonderfall av Pu-239 sa bromsar alfa-partikeln och &ven den rekyleran-
de dotterkdrnan snabbt ner i materialet och de genererar darav virmeenergi motsvarande
Qo -virdet. Anviand ovanstidende information for att rakna ut den totala virmeeffekten som
hela miangden Pu-239 ger upphov till kort efter att reaktorn stdngs av. Ange svaret i enhe-
ten W. [2 p]

Losning: Dotterkarnan till Pu239 efter alfasonderfall &r U235. Det inser man eftersom alfa-
partiklen bestar av tva protoner och sammanlagt fyra nukleoner, s vi har Z — Z — 2 och
A — A — 4. Eftersom Pu har (se periodiskt system) Z = 94 s& far vi uran (Z(U) = 92). Och
fran A = 239 — 4 = 235 s ser vi att doterkdrnan ar U-235. a) Q-vardet vid alfasénderfall
kan réknas ut fran skillnaden i massa fore och efter sonderfallet:

Qo = Amc® = (Mpuaso — (Myass + Mpes)) ¢ =

MeV 1 ¢ 045 Mev.

0.0056310 [u]c? - 931.502
¢ [u]

b) Vi borjar hiar med att berikna antalet Pu-239-atomer i harden. Massan for Pu-239 4r 0.5%
av 100 ton, dvs 500 kg eller 500000 gram. Antalet Pu-239-atomer blir nu:

Ny-M
N = Na ass

=..=1.26-10%".
molmassa

Detta antal ar forstas lika med antalet Pu239-atomkérnor. Varmeenergin for ett sonderfall ar
detsamma som -virdet. Och effekt dr ju energi/tid, sa vi beh6ver avgéra hur ofta energin
motsvarande (Q-virdet genereras. Det ges av aktiviteten, A, av var Pu239-méngd, dvs antalet
sonderfall per sekund. Och aktiviteten, A, beror av IV enligt: A = AN, dir A ar sonderfalls-
konstanten for Pu239. Vi har nu for effekten P:

QN In(2)

P=QA=QN)=
t1/2

=..=964W.

Vi har forstas konverterat ()-vardet och halveringstiden till SI-enheter i denna berékning. Vi
ser att den relativt lilla mangden plutonium-239 genererar en ganska stor effekt pa strax under
1 kW. Pga den langa halveringstiden sa dr denna (mycket langsamt exponentiellt avtagande)
effekt pataglig under hela hanteringen av brénslet, vid t.ex. langtidsférvaring i berggrunden.



7. Problem:
En neutral natriumatom har, i sitt grundtillstand, konfigurationen 1522s22p83st.

a) Det exciterade tillstandet 1s22s22pS3p! ligger avsevirt hogre i energi (ca 2 eV hogre) an
grundtillstindet. Men for en viteatom sa har tillstinden 3s* och 3p! samma (degenererade)
energi. Varfor skiljer sig energierna for de tva olika [-tillstdnden at for natrium? Motivera ditt
svar noga, giarna med en figur. [2 p].

b) Vilka av foljande exciterade tillstand for natrium ar tillatna? For otillatna fall, motivera
varfor de 4r otillatna. [3 p]

A: 1522s22p7

B: 1522522pf4s!

C: 1s%2s%2p°2d?

D: 1s22522p*3s?

E: 15'2522p63s?

F: 2522p°3s!'3pt3dids!

Losning:

a) Den yttersta elektronen, i tillstandet 3st respektive 3p!, kommer att skdrmas av de elektro-
ner som befinner sig (hvududelen av tiden) narmare atomkarnan. Om denna yttre elektron
ar helt skdrmad av de andra 10 elektronerna s& uppfattar den en centralladdning av endast
11-10=1 elementarladdning. Da blir bindningsenergin inte s hog, utan ar ungefar som for en
viteatom i tillstindet 3s eller 3p. Men om banan for elektronen gor att den delvis befinner sig
niarmare atomkérnan sa blir skirmningseffekten begénsad, och bindningsenergin storre. Pga
olika banrérelsekvanttal (I = 0 respektive [ = 1) sa blir en 3s!-elektron mindre skirmad #n
en 3p!-eletron. Dirfor skiljer sig energierna fér dessa tva tillstind ar.

b)

A: 15225%2p7: ¢j tillatet med fler 4n 6 elektroner i ett p-skal

B: 1522522pf4s’: ok!

C: 1522522p°2d?: ej tillatet med 2d (n=2 ger 1=0 eller 1=1)

D: 15225%2p*3s3: ej tillatet med fler #n tva elektroner i ett s-skal

E: 15'25%22p%3s2: ok!

F: 2522p®3s'3p!3di4s!: ok!



8. Problem:

En fysikalisk process som dr viktig inom astrofysik ar inverterad Comptonspridning. Till skill-
nad fran den Comptonspridning som vi talat om i kursen (dér elektronen &r stillastdende fore
kollisionen) sa ror sig elektronen i denna process med en viss hastighet fore kollisionen med
fotonen. Detta gor att energi kan 6verforas till fotonen sa att den far hogre energi én den hade
fran borjan. Hogenergetiska fotoner som genomgatt siddana processer har observerats bland
annat fran sa kallade radiogalaxer.

Vi betraktar hir ett forenklat fall dir kollisionen sker i en dimension, dvs partiklarna ror sig pa
x-axeln bade fore och efter kollisionen. En inkommande foton med energin £4 , = 100 keV
kolliderar med en (fran andra héllet inkommande) elektron med den kinetiska energin Ey = 1 MeV.

Berikna fotonens energi, F/, efter denna (inversa) Comptonspridning. [5 p]

Losning;:

Problemet kan 16sas pa flera satt. Det gar t.ex. att direkt anvanda bevarandelagarna for total
energi och rorelsemingd i systemet som problemet 4r formulerat i, och sedan 16sa ut energin
for den spridda «y-fotonen. Det &r da viktigt att halla reda pa at vilket hall som elektronen rér
sig efter kollisionen, och det ar inte helt uppenbart innan man bérjat 16sa problemet.

Hir visas istéllet en 16sningsmetod dér vi betraktar Comptonspridningen fran elektronens
(fore kollisionen) inertialsystem. Eftersom elektronen 4r i vila i det systemet sa kan vi anvén-
da den vanliga Comptonformeln for att rdkna ut energin p& den spridda fotonen. Men den
inkommande fotonen Dopplerskiftas sa att den har en annan energi i elektronens inertial-
system. Och den fran elektronen inertialsystems spridda fotonen Dopplerskiftas igen da vi
betraktar den fran det ursprungliga systemet.

Vi kallar systemet i vilket problemet ar formulerat f6r A, och elektronens (fore kollisionen)
system for B. Vi forestéller oss en observatdr i A som skickar ut fotonen med F 4 , i positiva x-
riktningen och efter den inversa Comptonspridningen tar emot fotonen med den dnnu okianda
energin E;‘ﬁ. Eftersom fotonen efter kollisionen ror sig i negativa z-riktningen sa behéver
observatoren i A befinna sig i negativa z-riktningen i forhallande till kollisionspunkten.

Observatoren i B befinner sig, fére kollisionen pa samma plats som elektronen. Denna ob-
servator ser den inkommande fotonen som ror sig i positiva z-riktningen med energin Ep .
Efter Comptonspridningen i B-systemet sa ror sig fotonen i negativa x-riktningen (den sprids
i vinkeln 6 = 7) och har da, i B-systemet energin E'Bp{.

Forsta Dopplerskiftet: observatéren i A, som vi enligt ovan kan betrakta som fotonens kélla,
ror sig mot observatoren i B. Darmed blir = 7 och cosf = —11iDopplerformeln (vi anvénder
E., = hf och skriver formeln med gammaenergierna istallet for frekvenserna):

EA,’Y EA,“/

Ep. = - — ... = 0.5740 [MeV]. 1
BT S0+ Zeosh)  A(1—2) [MeV] )

I utrakningen ovan sa har vi férst konverterat elektronens kinetiska energi (£, = 1 MeV)
till en Lorentz-faktor: v = 2.9569, och darefter till en hastighet: v/c = 0.94108.

Vi betraktar nu Dopplerspridningen i systemet B. Eftersom elektronen &r i vila i B s4 anvander
vi den vanliga Comptonformeln. Eftersom fotonen byter riktning i 180° sa anvander vi 0 =
7, cost) = —1 i denna formel:

1 1 1—0059_ 2

_ - — 2
Ep., Ep, mec? mec? @
1 o2 E
By, = — = _TBa _— 0177 MeV], (3)
EB + mec? E;W +2 1+ 2771[:6z

dar m. ar elektronens vilomassa och c ar ljushastigheten i vakuum.

Nu betraktar nu den spridda fotonen fran observatoren i A. Fotonen killa kan nu betraktas
som observatoren i B och vi inser att &ven denna gang sa ror sig kéllan mot observatoren av



den Dopplerskiftade fotonen, vilket get § = 7, cos = —1. Vi far da, for gammaenergin for
den spridda fotonen i A-systemet:

Byo—— e Bea g5 ey @
Ay Y(1+ Zcosh) (1 —-2) . .

Vi kan nu kombinera ekvationerna 1, 3, 4 for att fa sambandet mellan Efq’,y och Fy , iA-
systemet:

E
By, = .= 207 = ... = 1.015 [MeV]. (5)

N E
31— 2)2 (1 + 2mié’£ 7(11_%))

Vi noterar hér att f6r 13ga hastigheter for elektronen sa far viy — 1,v/c — 0 och uttrycket
gar mot eq.3, dvs resultatet fran den vanliga Comptonformeln med 6 = 7.

I ovanstaende delutridkningar s& har vi anvant sambandet mellan v/c och Ej, = 1 MeV for
elektronen:

Ey = m.i(y—1) (6)
E) B B 1
m562+1 -7 1 (2)° v
v gt ®)

2

Med insatta virden E;, = 1 MeV,m.c?> = 0.511 MeV och E4s~ = 0.1 MeV sa far vi
forst v/c = 0.94108 fran eq. 8, och fran eq. 7: v = 2.9569. Till slut sa far vi sedan E; . =
1.015 MeV fréan eq. 5, vilket var den spridda fotonenergin som vi efterfragade.

Svar: Den spridda fotonens energi blir 1.015 MeV.

Den kinetiska energin for elektronen efter kollisionen, E,;, fas enkelt fran den totala energins
bevarande i systemet A:

E=m®+Ey+Eya = me® +E,+E., 9)
E',If = E%A - E’/Y,A + E; = 0.085 MeV. (10)

Om vi satter upp en ekvation for den relativistiska rorelsemangden sa kan vi konstatera att
elektronen (i systemet A) efter den inversa Comptonspridningen ror sig at samma hall som
den gjorde fran borjan, dvs i samma riktning som fotonen efter kollisionen.

Uttrycket i eq .5 hade f6rstas kunnat skrivas om direkt i termer av Ey, istillet fér v/c och +. Ett
motsvarande uttryck kan ocksa tas fram genom att bara betrakta bevarande av total energi
och rérelseméngd, eliminera rorelsemingderna i ekvationerna och fa fram relationen mellan
E., 4 och E;,A.



