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Tentamen i kursen SF1674
Datum: 2024-03-14
Skrivtid: 08:00 — 13:00
Tillatna hjalpmedel: linjal, papper, passare och penna
Examinator: Tomas Ekholm

Tentamen bestar av atta uppgifter som vardera ger maximalt fyra poing. Betygsgrinserna &r

Betyg | A B C D E
Total poidng | 27 24 21 18 14

For full podng pa en uppgift kriavs att I6sningen ar vil presenterad och litt att f6lja. Det in-
nebir speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs
i ord eller symboler och att resonemangen ir vil motiverade och tydligt forklarade.

1. (a) Visaatt filtet F'(z,y) = (sinz + x cosx + ye¥, x(y + 1)e¥) dr ett potentialfilt.

(b) Berikna
/ F-dr,
gl

dér ~y ér den rita linjen fran punkten (7/2, 0) till punkten (7, 1).
Losning:
(a) Visoker U : R? — R sadan att

9 (z,y) =sinz + xcos x + ye¥
G (x,y) = a(y +1)e?

Fran andra ekvationen far vi
Ulz,y) = zye’ + g(z),
dér g dr en godtycklig deriverbar funktion. Derivation med avseende pa = ger oss

oU
5 ye’ + ¢'(x).



Detta ger att g(x) = x sin z. Alltsa ges potentialen av
U(z,y) = zye + xsinz

vilket visar att F' dr ett potentialflt.

(b) Eftersom F' dr ett potentialfélt ges kurvintegralen av

/F-dT:U(ﬂ',l)—U<g,0)Zﬁe—z.

. 2

2. Berikna integralen

/// e v Y dxdydz,
Q

dir Q = {(z,y,2) € R®: z > 2? + ¢y*}.

Losning: Eftersom integranden ir positiv kan vi nyttja itererad integration. Vi kan for givet
0 < z integrera cirkelskivan 22 + y? < z. Med andra ord

/// P A drdydz = / e’ (// e_mQ_yQ) dz
Q 0 24y?<z
) 2z )
= / e~ / / e " rdrdd | dz
0 0
Jz

0
r2

:27T/ e’ c dz
0 -2 .

_92,7R

. o e

=7 lim [—e 74+ }
R—o0 2

=n(l-1/2)=n/2.

3. Bestim det storsta och minsta virdet av
flzy) =2 +y* —4ln(z +y),
dix>0,y>00ochl<z+y <4

Losning: En skiss pa omradet ar foljande, déir de orange punkterna kommer fran senare
utrdkningar:
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Vi borjar med att studera stationdra punkter i vart omrade. Vi far

{;<x7y>:2x—ﬁ=o

— 4 _
(@) =2y — 5 =0

T

vilket visar att x = y och att 2z — 2/x = 0. Detta ger oss x = y = 1 eftersom z = —1 &r
utanfor véart omrade. En kandidat 4r alltsa f(1,1) =2 — 41n2.

Lat oss kolla hornen. Vi far kandidaterna f(1,0) = f(0,1) = 1 och f(0,4) = f(4,0) =
16 —4In4 =16 — 8In2.

Det aterstar att kolla funktionens vérde pa randen.

Vi borjar med 7, déir en parametrisering ges av (z(¢),y(t)) = (¢,0), ddar 1 < ¢ < 4. Lat
©1(t) = f(t,0) =t — 4Int. Vi far ¢ (t) = 2t — 4/t = 0 om och endast om t = /2. Vi
far kandidaten f(1/2,0) =2 —4Inv/2 =2 — 2In2.

Vi inser att symmetri ger att analysen Gver +s 4r analog med 7, och vi far f(0,v/2) =
2 — 21n 2 som kandidat.

Studera nu ;. En parametrisering ges av (z(t),y(t)) = (t,4—t), ddr 0 < t < 4. Definiera
0ot) = f(t,4—t) =t*+ (4 —t)* —4In4. Vifar p)(t) =2t —2(4—t) = 4t — 8 = 0 om
och endast om ¢ = 2. Vi har fatt kandidaten f(2,2) = 22 +2? —4In4 =8 — 8In 2.
Slutligen foljer analysen lings 4. En parametrisering ges av (x(t),y(t)) = (t,1 — t), ddr
0 <t < 1.Definiera py(t) = f(t,1 —t) =t*+ (1 — )% Vifar o(t) = 2t — 2(1 — ¢) =
4t — 2 = 0 om och endast om ¢ = 1/2. Vi har fatt kandidaten f(1/2,1/2) = 1/2.

Av kandidaterna ar det storsta viardet 16 — 8 In 2 och det minsta ar 2 — 4 1n 2.

4. Ytan Y ges av ekvationen In z + x + 2 = zy + 2z.

(a) Visa att det finns en funktion f sa att ytan kan beskrivas som z = f(z,y) i en omgiv-
ning av punkten (0,0, 1).

(b) Antag att f € C?3 och bestim Taylorutvecklingen av f av grad 2.



Losning:

(a) Bilda F(z,y,z) =Inz+x+2—xy— 2z Ytan Y ges da av nivaytan F'(z,y, z) = 0.
Enligt Implicita funktionssatsen finns detta f da F7(0,0,1) s 0. Vi har att

1
Flx,y,2z)=—-—2
z

och ddrmed ar F7(0,0,1) = —1 # 0. Vi har visat existensen av f.

(b) Vi borjar med att notera att f(0,0) = 1.
Genom att nyttja implicit derivation av uttrycket

lnf(:v,y)+x+2—:1:y—2f(x,y):0

med avseende pa x far vi

fe(,y) :
Z +1—-y—-2f(r,y) =0
f(z,y) ()
och
£:(0,0) = 1.
Lét oss nu bestimma f; (0, 0). Vi har
fo(z,y)
—x—2f(x,y) =0
f(z,y) /2 9)
vilket ger
f,(0,0) = 0.

Vi bestammer nu f (0,0). Vi far
gx('xv y)f(x, y) B f;(l‘, y)2
f@,y)?
och med f(0,0) =1, f.(0,0) = 1 farvi f2 (0,0) = —1.
Pa liknande vis far vi

;/y(flf,y)f(ft, y) - falz(xv y)f{/(l', y)
fla,y)?

-1- Qf;/y(may) =0

och
fé’y(O, 0)—1-— 2f;'y(0, 0)=0
vilket ger f;, (0,0) = —1.

Slutligen
gy(x:y>f<x7y) - f{,(l’,y>2 .
[z, y)?

4

2fyy(2,y) =0



vilket blir
f{,’y(O, 0) = 0.

Diérmed blir Taylorpolynomet av grad 2

1
pa(z,y) =142+ 5 (—2® — 2zy) .

5. (a) Antagattu : Q — R idr av klass C?, dir
Q={(z,y) eR*:2 >y >0}

Lat oss infora de nya variablerna

s=./y
t=+x —uy.
Transformera uttrycket
0%u
0x?
1 de nya variablerna.
(b) Uttryck differentialekvationen
v 0%u
—t—— =1
0x?  Oxdy

i de nya variablerna.

(c) Bestidm alla I6sningar till differentialekvationen och uttryck svaret i de ursprungliga
variablerna x och y.

Losning:
(a) Lat f(s,t) = u(z,y), vi far

ou_0 . ofos ofor_ 1 o
oxr Oz’ 0sdxr Otdr 2J/xr—y ot

Anvindning av produktregeln ger

Ou_0(0uy_0( 1 O0fN_ 1 of 1 &f
0x2  9x \0x) 0x \2yr—yot)  4Jr—yot 4(x—y) Ot
10f 1 0*f

Lot e or



(b) Lat oss dven transformera det andra uttrycket i ekvationen

Pu 0 (Ou\ 0 1 of
0xdy — Oy (a?) oy (wﬂﬁ)
_ 1 o, 1 (a%gf Wf@)
A JT—yot 2z —y \0sdtdy 0t Oy

_1of 1 (1 o2 f 1a2f)

4t ot 2s 0s0t 2t Ot?
Ekvationen blir nu 92 f
9s0t st
(c) Vifar
‘;’: = 25"t + (1),

dér g, dr en godtycklig deriverbar funktion. Primitiv funktion i ¢ blir nu

f(s,t) = s°8 + ga(t) + g3(s),

dér g; och g3 dr deriverbara funktioner. Alltsa blir

u(z,y) =y —y) + g2(Vr —y) + g3(v/y).

/F-dr,
Y

dir F(x,y,z) = (2%y,23/3, xy) och  #r skiirningen mellan cylindern 22 + y? = 1 och
ytan z = y? — 22 orienterad moturs sedd ovanifrén (frén hogre z-virden).

6. Berikna

Losning: Lat oss anvinda Stokes sats. Vi kan parametrisera ytan Y innanfor cylindern mha

r(z,y) = (z,y,y° — 2%

pad méngden D = {(z,y) € R? : 2* + y*> < 1}. Vifar nu

/F dr—//rotF NdS = //rotF (ry, x 1)) dady
D z2+92<1
2 1
:2/ /r3drd9:7r
o Jo



7. Lat a vara en positiv konstant. Berdkna arean av randen till mdangden

{(z,y,2) € R®: 2 + 3 + 2* < 3a®,2” + y* < 2az}.

Losning: Skirningen mellan ytorna sker da 2 + 2az — 3a? = 0 vilket ger att z = a. Totala
ytans area bestar nu av tva delar som bada dr funktionsytor pa samma parameterméngd

D ={(z,y) € R*: 2 +y* < 2a?}. De ges av z = /3a? — 22 — y? och z = o (2* + ¢?).
Lat oss bérja med den Ovre ytan z = /3a? — x2 — y2. En parametrisering av ytan ges av

r(z,y) = (z,y,/3a®> — 22 — y?) 6ver D. Arean ges av

A //qumy_// (W w))
//,/ dxdy—\/_a/ /fa rdr _df

= 2v/3na [~ m} 0?3 - V3),

0

dxdy

Lat oss nu studera arean av den undre ytan som ges av funktionen z = %(mQ + y?) for
(z,y) € D. En parametrisering hir ges av r(x,y) = (z,y, 1/2a(2? 4+ y*)) 6ver D. Arean

blir
Ag—//D|r; Xr;]dxdy—//DK—g,—%,l)’ dxdy
1 27 \/ia
:5// \/x2+y2+a2dxdy:ﬁa/ / Va2 +r2rdrdf
D o Jo

V2a .
= 2V/3ma [—\/ 3a? — rﬂo ’ = 2_7T [(a2 + r2)3/2}(‘)/§

3a
_ 2ma?(3v3 1)
B 3

Sammanlagt far vi den totala arean

Ay + Ay = 167a*/3.

8. (a) Definiera vad som menas med att en funktion f &r differentierbar.
(b) Visaatt om f € C'(R?) sd ér f differentierbar.

Losning: Se boken.

Téank igenom dina formuleringar. Kontrollera dina svar i den man det gar. Lycka till!
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