TENTAMEN I VEKTORANALYS
SI1146 och SI1140 Del 1, VT17

Torsdagen 1 juni 14:00-19:00

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjalpmedel: Formelblad som delas ut. Riaknedosa e€j tillaten!

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)

Bonuspoangen fran kursomgangen VT17 adderas till forsta uppgiften, dock max 6
poang totalt.

Losningar: Kommer att finnas pa KTH social (Extentor).

Poang: Varje uppgift kan ge 6 podng. Betygsgrinsarna finns pa KTH social (kurs-PM).
Motivera utforligt! Otillrdackliga motiveringar kan medfora poangavdrag.

Notation: (z,y,z) dr kartesiska koordinater, och r = ze, + ye, + ze, &r ortsvektorn.
(p, 0, z) ar cylinderkoordinater definierade genom x = pcos p, y = psinp, z = z. (1,0, )
ar sfariska koordinater definierade genom x = rsinf cos, y = rsinfsinyp, z = rcos6.

1. (a) Berdkna den kraft F som verkar pa volymen V : 2%+ y? 4 22 < R? i tryckfaltet
p = (po/R?)(a* 4 2%). Ledning: F = — [[[,, VpdV; R > 0 och py > 0 &r konstan-
ter.

(b) Bestdm konstanterna a > 0, b > 0 sa att skalérféltet

@ — 1 eib /x2+y2+22

(l’2 +y2 +Z2>a/2
uppfyller —A® + \2® = 0 dir A > 0 dr en konstant. (A® = divgrad ®.) (3+3p)

2. (a) A och B ér godtyckliga vektorfalt. Ar foljande pastaende korrekt? Om ja,
bevisa det. Om inte, ratta till det.

(i) AA é&r lika med rotrot A
(ii)) V- (A xB) éarlikamed A- (VxB)+B-(VxA)

(b) Berdkna V - (za x r) dar a &r en konstant vektor. (4+2p)

3. a) En kropp med den glatta begrénsningsytan S har volymen V', a och b é&r
konstanta vektorer, och B = b x r. Berakna integralen

# B(a-dS), orienteringen av S &r utat.
S

b) Berdkna flodet av vektorféltet

q 2q 9
d _
Bre (\r—a| T+ al “”“)

ut ur omradet x? + y% + 2% < (2a)?. a ir en konstant vektor med lingd a = |a],
och p, ¢ ar konstanter. (3+3p)




4. Paraboliska koordinater u, v, ¢ ar ortogonala och definieras av ekvationerna

1
r=uvcosyp, Yy=uvsing, z= i(u2 —v%).

(a) Berikna div A dar A = vu? + v2e,. Ledning: Anta att uv > 0.

(b) Transformera F = xe, + ye, till paraboliska koordinater. Ledning: Rakningen
blir enklare om du férst bestdmmer en potential till F. (3+3p)

5. Hastighetsfaltet u hos en vatska uppfyller Eulerekvationen

p (g—ltlJr (u~V)u> =-Vp

och V -u = 0, dir p (= massdensiteten) &r en konstant och p (= trycket) ett
skalarfalt (alla falt beror pa positionen r och tiden t).

(a) Visa att pu (=rorelseméngdsmomentstathet) uppfyller kontinuitetsekvationen

0

5 Pw) +05Ti; =0

dér T;; definierar en tensor av ordning 2 (= spanningstensorn) som skall bestédmmas.
(u; &r komponenter av u i ett kartesiskt koordinatsystem.)

(b) Visa att w = V x u (= vorticiteten) uppfyller differentialekvationen

Ledning: Visa att (u-V)u = V(Ju?/2) —u x (V x u). (6p)

6. Du skall bestamma den stationdra temperaturfordelningen i véggen till ett runt
torn och anvanda detta for att berdkna varmeforlusten genom tornets runda vagg.

(a) Skriv ner ekvationerna som kan beskrivas pa foljande sétt, och hérled fran dem
att temperturfaltet T uppfyller Laplaces ekvation AT = 0: Véarmestrommen j &r
riktad at det hall temperaturen minskar mest, och dess belopp ar proportionell
mot temperaturminskningen i denna riktning. j ar kallfritt, dvs. flodet av j ut ur
en godtycklig delvolym av viggen &r noll. Ledning: OBS att du kan l6sa (b) och
(c) &ven om du inte gor (a).

(b) Anta att tornets vagg motsvarar omradet Ry < p < R, 0 < ¢ < 2m, och
0 < z < h med konstanter R; > 0, Ry > R; och h > 0, och att temperaturen
vid randytan p = R; ar lika med innetemperaturen 7} och vid randytan p = R,
ar lika med yttertemperaturen 75 < 7. Berakna temperaturen inom véiggen givet
antagandet att denna bara beror pa p: T = T(p).

(c) Berdkna varmemaéngden per tidsenhet som strommar genom tornets yttre man-
telyta p = Ry. (6p)

LYCKA TILL!



Formelblad Vektoranalys

Foljande formler galler i ett ortogonalt, kroklinjigt koordinatsystem med koordina-
terna wuy, ug, us, basvektorerna eq, es, es och skalfaktorerna hq, ho, h3:

o dr = hl du1 e + hz du2 ey + hg du3 €3

1 0¢ 1 0¢ 1 0¢
gradgb—hlalel—i-hZaz +h38u365

1 [0 0 0
ivA = hahsA —(hsh1 A hiho A
o div Il aul( 2l 1)4—(9 (hshiAz) + au3< 1haAs)
h161 h2€2 h3€3
1 0 0 0
tA=
* o h1h2h3 (9u1 811,2 6U3
hlAl h2A2 h3A3

_ 1 0 (haohs O¢ 0 (hshy O¢ 0 (hihy 09
dlvgrad¢ n hthhg |iau1( hl 8u1) + 8U2< hg 8U2> + 8U3< hg 8U3>

dar Ay, As och As ar de kroklinjiga komponenterna av vektorféltet A,
A:A161 +A2€2+A3€3.
Specialfall

Cylinderkoordinater: h, =1, h,=p, h,=1.
Sfariska koordinater: h, =1, hg=1r, h,=rsinb.

e-0-relationen (tensornotation)
€ijk€ktm = iﬂéjm - 5im5je

Stokes sats (tensornotation)

/ / emaAﬂ’“ “dS, = 7{ Ajp.. d,
C

Gauss sats (tensornotation)

0A,.

Tk g Ajp...dS,

i
S



Losningsforeslag tentamen SI1146 och SI11140 Del 1, 1 juni 2017
1. a)

F— —(po/ ) / /V (32,0, 3:2)dV — (Symmetriargument) — —(po/ ) / /V (r2,0,12)dV

R
4
=~/ R)(1,0. 147 [ drrt =] =T pyRY(1,0.1
0

b) & =r~%exp(—br) =

A® = [0? + (2/7)0,]r ™"

= ((—a)(—a —1)r 2 4 2(=b)(—a)r '+ (—b)2r*“) eibr—l—;((—a)rfafl—l—(—b)r*“)e*br

=etr (r~*la(a + 1) — 2a) + r~*""[2ab — 2b] + r~**) = N2pag=hr

=ala+1)—20=a(a—1)=0,20b-2b=2b(a—1) =0, = |a=1 b=)|

2. (a) Nej. Sant ar att, for C? vektorfalt A:
AA = graddiv A — rotrot A
Bevis:
[rot rot A]; = €k 0;€kimO1Am = (010jm — dim;1) 0501 Ary = 0;0;Aj — 0;0; A,

lika med [grad div A — AA]J;. v.s.v.
(b) Nej. Sant ar att, for C? vektorfilt A, B:!

V- (AxB)=-A-(VxB)+B-(VxA)
Bevis:
[V . (A X B)]z = @eijkAjBk = EijkAjain —|— eijkBk&-Aj = —EjikAjain —|— Bkekij&-Aj

lika med [-A - (VX A)+B-(VxA)|;. vs.v.
(¢) Med (b) och V x (fA) = fVxA—-AxVf,

V-(zaxr)=—za-(Vxr)+4r- (Vxza) =-r-(axe,)

lika med | (a X 1) - e, |.

'Du tappar inga podng om du inte skrev ”C?” — det var inget vi pratade mycket om in denna kurs.
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WgB(a-dS)]izﬁgBiadej:///VdV M :///Vdv[bxa]i

ajajeiklbkmlzajeikjbk

lika med [b x al; [[[,,dV = Svar: .

(b) Vi vet att
—ﬂgradiwls = 47Q)
s r — b

om b omslutas av S och 0 annars.

[Bevis: Med sfariska koordinater sa att r = |r — b| (dvs. x = b, + rsin(f) cos(p)
osv.; b=aeller b = —a),

1
d——— = Tar_ = —Cr—
gra F— e e
uppfyller
diverad —— — (—— 9, (Psinf(——=) =0 (r>0)
iv gra = L (rPsinf(—=)) = r :
& |r — b r2sin 6 r2

och enligt Gauss satsen ar integralen 0 om r > 0 i volymen som omslutas av S,
och lika med

Q B i 27 Q 5 . B
- grad -dS = e.— - e.a”sin(0)dfdyp = 47Q
[r—b|=a r — b 0o Jo a

Q

(forsta ytintegralsymbolen betyder integralen 6ver sfarytan |[r — b| = r = a med
radie a > 0 och S = e,dS) om r = 0 omslutas av S. v.s.v.]

Sfarytan 22 + y* + 22 = (2a)? omslutar r = a och r = —a = Flodet ar lika med

2
ﬂ grad ( ¢ +px2) -dS —ﬂ grad <L) -dS
5 r—al [r+al s r—al)

-~

—47q
2 4 (2a)?
—ﬂ grad < d ) -dS + ﬂ grad (pIL‘2) -dS  =l|4mq+2p m(2a) .
/s r+al ) S 3
82:1 [f[ div grad(p;cg)dV:fff 2pdV
- (a) X
divA = huhvhcpav(huhtpu)v
och 5
u= |5 | = Vveos()? + (vsin(p)? + 2 = Va2 + 07




or

hy = 90l = V (ucos(p))? + (usin(p))? + 02 = Va2 + v2
v
or
h, = 9| = () =w
ger
1 u® + 3v°
VA= — — 2 2 e
div (u? + v?)uw ol v )uv) (u? +v2)v

Vv
u3+3uv?

(b)

1 1 1 1 1 1
F = grad 5(952 + y*) = grad é(uv)2 = ey au(§u%2) —l—evh— 8U(§u21)2)
' 2 ’ 2
o (ve, + ue,)
= | —F7/———==\0€y ue,
. (a) Med Eulerekvationen och divu = 9;u; = 0,
Opui) = = plu-Viu,  —0ip = =0;(pusu; + bi;p) = —0;T;;

pu;05u;=0;(pu;iu;))

dar Ej = PU;U; + 51]]? .

(b) Ledningen och Eulerekvationen ger

68_1; = —-V([u]*/2) +ux (Vxu)—Vp/p=—-V([u?*/2) +u x w — Vp/p.

Detta ger
dw =0 (Vxu)=Vx9u=Vx(-V(u*/2) +uxw—Vp/p) =V x (uxw)

p.g.a. V x Vf =0 och [V X 8tu]7; = eijkﬁjﬁtuk = (9teijk8juk = [(9tV X u]l

Beviset av resultatet i ledningen:
[u X (V X U)]l = EiijjEklmalum = ( e ) = uj@-uj —ujajui = [V(‘U‘Q/Q) — (11' V)ll]z
& ekvationen i ledningen. v.s.v.

. (a) j = —Agrad T dér A > 0 &r en materialkonstant. divj = 0 (f6ljer fran

}é/ j-dSz//dideVzO
ov 1%

for godtyckliga volymen V).
= divj = —AdivgradT = —AAT =0 (p.g.a. A =divgrad) = AT = 0.
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(b) T(Ry) = Th, T(Ry) = Tn, AT = (1/p)0,(p0,T(p)) = 0 = p9,T(p) = co =
0,T(p) = coIn p+c; med integrationskonstanter ¢y och ¢; som bestéms av villkoren
T(R1> == Tl, T(Rg) == TQI

In(p/Ry)

T(p) =T + (T2 - Tl)lIl(Rg/Rl) :

(c) j=—AgradT = e, \(T1 — T3)/[In(Ra/R1)pl, dS = e,pdpdz, p = Ry, 0 < ¢ <
2m och 0 < z < h, ger

Wiérme per tidsenhet = // -dS = / / 2) -e, Rydpdz
p RQ/Rl) 14 2 (10

(Th — 1)
1n<R2/R1)

=\ 27h|.




