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LOSNINGAR TILL TENTAMEN, DEL 2
SF1544
NUMERISKA METODER, GRUNDKURS
Onsdag 13 mars 2024 kl 14.00-17.00

Réttas endast om Del 1 ar godkind. Betygsgrans: 10p D, 20p C, 30p B, 40p A. Maximalt antal

poang 50.

Svar skall motiveras och utrdkningar redovisas detaljerat. Korrekt svar utan motivering eller
med felaktig motivering medfér podangavdrag.
Inga hjdlpmedel &r tillatna (ej heller minirdknare).

P1. Nedanstaende differentialekvation beskriver positionen y(t) vid tiden ¢ for ena &nden av
en ddmpad ickelinjér fjader,

y"(t) = —ay®(t) — by (t) + csin(wt),
y(0) =0
y'(0)=1

dar a, b, c och w &ar givna positiva konstanter.

a)

b)

Skriv ekvationen som ett system av forsta ordningens differentialekvationer. Systemet
ska skrivas pa formen
u' =F(t,u), u(0) =ug

Det ska klart framga vad u, F(¢,u) och ug ar.

Losningsforslag
Lat u(t) = y(t), v(t) = y'(t), och u = [ 58 }
Vi har

, d ) Y v B
e [ v } n { y” ] n [ —au? — bv + csin(wt) } = F(t,u).

med

Antag att a = b = ¢ = 1 och w = 10. Formulera framat Euler f6r systemet i a).
Anvind sedan framat Euler med valfri steglangd for att berdkna en approximation
till y(¢) och ¥/(t) vid tiden ¢ = 0.1.

Losningsforslag
Framat Fuler med steglangd h for systemet i a) ger

Un+1 o Un Up, B
[UnJrJ a L}J o [u})’, —Up + sin(lOtn)} , n=0,12...

med u(0) = [0 1]7.
For att berdkna en approximation till y(¢) och y/(¢) vid tiden ¢ = 0.1 anvénder vi
h = 0.1 och tar ett steg med Eulers metod

uyp|  |uo Vo o 0 1 o 0.1
L)]] N |:U0:| +h [ug — v + sin(l()to)} N {1} 0l [03 — 14 sin(10- 0)} N [0.9}
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(6 p) c) Beskriv en algoritm, gérna i form av ett Matlabprogram, som berdknar en approx-
imation av y(t) och plottar den pa intervallet 0 < ¢ < 10. Du kan anvidnda samma
steglingd som du anvénde i b).

Lésningsforslag

a=1; b=1; ¢ =1; omega = 10;

F = 0(t,U) [U(2); -axU(1)"3-b*U(2)+c*sin(omega*t)];
h =0.1; % Steglangd

T = 10; % Sluttid

n = T/h; % Antal steg

tvec = 0:h:T;
zeros(2,n+1);

Uvec
t = 0;
U = [0 1]°; % Begynnelsevdrden
Uvec(:,1) = U;
for ii = 1:n
U =U + h*F(t,U);
Uvec(:,ii+1) = U;
t = t+h;
end
plot(tvec, Uvec(l,:))

P2. Foljande randvéirdesproblem

u’(z) = —u/ (x) + 3u(z) + au’(x) + 22 u(0)=0 u(l)=1 (1)

ar givet.

(6 p) a) Séatt a = 0 och formulera finita differensmetoden f6r problemet. Dela in intervallet
0 < x <114 delintervall och stéll upp det linjara ekvationssystem A = b som maste
16sas. Infor lampliga beteckningar for de variabler du anvinder och héarled uttryck
for alla element i matrisen A och i hogerledet b.

Du behover inte 16sa ekvationssystemet men var noga med att definiera alla variabler
du anvénder.

Losningsforslag

Om vi delar in z-axeln i 4 delintervall mellan = 0 och = = 1 far vi att h = 1/4 och
x; =ih dari=0,1,2,3,4. En approximation av (1) nir & = 0 med andra ordningens
centrala differenser ger oss

Uil — 2 + Uj—1 AR Bl
h? 2h

dar u; ~ u(x;). Denna kan vi skriva om pa formen

1 1 -2 1 1 9 e
2 o U1 + ﬁf?) u; + ﬁJrﬁ uir1 =x; for 1=1,2,3

—l By, =a? for i=1,2,3

2(5)
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b)

Om % = [u1 ug uz)'kan vi skriva det linjira ekvationssystemet som

2 1 1 2
“ 3 gty 0 1 1
1 1 2 1 1 _ 2
o w3 w2t ug | = 5
11 _2 21 _ 1
0 h2 T 2R h2 us T3~ w2 "2

Om antal delintervall, N, ar stort kommer matrisen A att vara en gles matris. Antag
att det tar ca 20 sekunder att 16sa systemet Aw# = b ndr N = 15000. Ungeféar hur
lang tid tar det att losa systemet ndr N = 450007 Motivera ditt svar.

Lo6sningsforslag

For en gles matris géller att ¢ ~ N vilket betyder att om N Okar med en faktor 3
kommer dven tiden att gora det sa det kommer att ta ca 60 sekunder.

Om «a # 0 far vi ett olinjart randvéirdesproblem att 16sa. Séitt o = 10 och dela in
intervallet 0 < 2 <11 4 delintervall och formulera det olinjédra ekvationssystem F'(#)
som ska losas. Alla element i F'(i) ska specificeras.

Lo6sningsforslag

Om vi delar in z-axeln i 4 delintervall mellan x = 0 och z = 1 far vi att h = 1/4
och x; = ih dar i = 0,1,2,3,4. En approximation av (1) nir a = 10 med andra
ordningens centrala differenser ger oss

Uip1 — 2u; + Uj—1 IS el
h? 2h

dar u; ~ u(x;). Denna kan vi nu skriva om pa formen

L 3w, —10u =22 for i=1,2,3

1 1 —2 1 1 .
ﬁ_ﬁ Ui—1 + ﬁ_g u1—101L+ h2+ oh u1+1_x =0 for 7':17273

Detta utgor ett olinjéart ekvationssystem med tre ekvationer och tre obekanta.

1 1 2 . 1 1

1 1 -2 1

e an )it G 3 ) e 10w (g gy s - ai =0
11 -2 11 5
<h2 — 2h> U + <h2 — 3) us — 1Ou3 -+ (h2 + 2h> Uy — T3 = 0

Lat
J1(u1, u2,u3)
F(a) = | fo(ur,uz,u3)
f3(u1,u2,u3)

Om vi sétter in randvirdena ug = 0 och ug = 1 far vi att
—2 11
fl(u17u2au3) = <h2 — 3) uy — 1Oui13 + (h2 + 2h> Uy — :L‘%
L1 —2 11
fa(ur, ug, us) = (hg - 2h> u + <h2 . 3) Uy — 10u§‘ + (h + h) us — x%
1

1 -2 1 1
f3(’LL1,’LL2,U3):<h2—2h>UQ+<h2—3> 3—10U3+<h + h)—xg
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Notera att vi &ven kan skriva det olinjara systemet som

—10u} — 22
F(u) = Au + G(4), dar G(u) = —10u3 — 23
—1()u§ — 1% + # + ﬁ
dar A &r matrisen definierad i uppgift a).

(7 p) d) Formulera Newtons metod for problemet i ¢). Alla element i matriser och vektorer
som anvands ska specificeras.

Losningsforslag

Newtons metod for F(@) = 0 ges av
ﬂ»n+1 — g — J(z—jn)le(l—[n)

dar F (@) ar funktionen i ¢) och J(@) &r dess Jakobianmatris

—30u? 0 0 — % — 3 —30u} ot o 0
J(@) = A+ 0 —30u? 0 = &= —% —3—30u3 e
0 0  —30u3 0 o = o —& —3—30u3

P3. Foljande tabell anger virden for en funktion y = f(x) i ett antal ekvidistanta virden pa
x pa intervallet [0, 1]:

z|0 025 05 07 1
y|0 0.24 0.46 0.68 0.87

Vi vill berdkna en approximation till derivatan i intervallets vinstra dndpunkt, dvs f'(0).

(3p) a) Ange en differensformel med noggrannhetsordning 1 for berikning av f’(0). Berdkna
tva approximationer till f/(0) genom att tillimpa formeln pa vérdena i tabellen.
Anvind steglidngderna h = 0.25 och h = 0.5.

Losningsforslag

En differensformel med noggrannhetsordning 1 ges av

f(h) = f(0)
h

och vi far att D4 (0.25) = (0.24—0)/0.25 = 0.96 och D, (0.5) = (0.46—0)/0.5 = 0.92.

£1(0) ~ D (h) =

(3p) b) For att fa hogre noggrannhetsordning kan man alternativt anvinda differensformeln

Flz) ~ —f(x+2h)+42fh(x+h)—3f(ac) @)

Anvéand denna formel for att berdkna f’(0) med anvindning av virdena i tabellen.
Anvind stegldngderna h = 0.25 och h = 0.5.
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Lo6sningsforslag
. F(21) + 4£(1) = 350
— + —
£'(0) = Da(h) =
2h
och vi far att D2(0.25) = (—0.46 +4 - 0.24 + 0)/0.55 = 1 och D2(0.5) = (—0.87 4 4 -
0.46 —0)/1 =0.97.
Antag att man vet det exakta svaret, f'(0) = 1.01. Berédkna felen f6r de tva ap-

proximativa virdena du rdknat fram i a). Verifiera att differensformeln i a) har
noggrannhetsordning 1.

Losningsforslag

Felen i a) blir e; = |0.96 — 1.01| = 0.05 och e = [0.92 — 1.01| = 0.09 och vi ser att
nar h halveras blir minskar felet ungefiar med en faktor 2 vilket betyder att vi har
noggrannhetsordning 1.

Gor samma sak som i ¢) men for virdena du réknat fram i b) och avgor vilken
noggrannhetsordning formeln (2) har.

Lo6sningsforslag

Felen i c) blir e; = |1 — 1.01|] = 0.01 och ey = |0.97 — 1.01| = 0.04 och vi ser att
nér h halveras blir minskar felet ungefir med en faktor 4 vilket betyder att vi har
noggrannhetsordning 2.

Anvénd Taylorutveckling for att bestdmma noggrannhetsordningen for formeln (2).

Losningsforslag
Taylorutveckla termerna i Dy(h) kring z. Vi far

U2 S

fla+2h) = f@) +2hf'"(2) + - "(0) + =~ P (@) + O(h")

och
h? h?
fl@+h) = f@) + hf' @) + 5 f'(2) + = (@) + O
Om vi sétter in dessa i Da(h) far vi

3
Da) = g (~(7)+ 28 0) 202 0) + 21O ) + O

’ h? " h? (3) 4
@)+ )+ 1) + 1O @00) - 310 )

/() = 5121 ® (@) + O(h*) /20 = /() + O()



