OMTENTAMEN I VEKTORANALYS
SI1146 Vektoranalys, HT2023

Torsdagen den 20 december 2023, kI 8.00 — 13.00

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjdlpmedel: Formelblad som delas ut (ingen riknedosa).

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)
Bonuspoidngen fran HT2023 adderas till tentauppgift 1, dock max 6 podng totalt.
Losningar: Kommer att finnas pa kurshemsidan.

Poidng: Varje uppgift kan ge 6 poéng.

Motivera utforligt! Otillrickliga motiveringar kan medféra podngavdrag.

Notation: (i) (z,y, ) ér kartesiska koordinater, och r = ze, +ye, + ze, &r ortsvektorn.
(ii) (p, ¢, z) ar cylinderkoordinater sa att x = pcos(p), y = psin(p). (iii) (r,60,p) ar
sfariska koordinater sa att © = rsin(f)cos(p), y = rsin(f)sin(p), z = rcos(d). (iv)

A =V -V &r Laplace operatorn. (v) ¢ &r tiden, och 9, = 2.

1. (a) Hérled den allménna sfariskt symmetriska l6sningen till Laplaces ekvation

A® = 0, dvs., @ skall bara bero pa r = \/22 4+ y2 + 22 > 0. (3p)

(b) Den stationéira temperaturférdelningen 7'(r) inom omradet R < r < 2R upp-

fyller Laplaces ekvation med randvillkoren

dT'(r T
r=n TO B
r=2R

dér To > 0 och R > 0 &r konstanter. Berdkna temperaturférdelningen 7°(r) inom

omradet R < r < 2R! (3p)

2. Ett vektorfalt F ar givet i sfariska koordinater och med sfériska basvektorer genom

Fr) = aCOSQeT_’_ bsin @

€9
73

73
dar a och b ar konstanter.

(a) Berdkna divF. (2p)

(b) Berékna rot F. (2p)

(c) Bestam det forhallande mellan konstanterna a och b, som gor att vektorfaltet
blir virvelfritt (konservativt). Bestdm sedan en skalarpotential @ till detta virvelfria
vektorfalt. (2p)

. Betrakta vektorfiltet A(r) = (a-r)rf(r), dir r &r beloppet av ortsvektorn r, a ar
en konstant vektor, och f(r) en funktion av r.

(a) Berdkna V x A. (3p)
(b) Bestam alla reelvirda funktioner f(r) sa att V- A = 0. (3p)
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4. Berédkna integralen

]ide(axr)

dér a ar en konstant vektor, r dr ortsvektorn, och S ar en sluten yta som omslutar
volymen V. (6p) Ledning: Integralen kan berdknas med hjilp av en integralsats.

5. Masstiatheten p = p(r,t) och hastighetsfiltet u = u(r,t) hos en vitska uppfyller
Euler:s ekvation

p(Ou+ (u-V)u) =—-Vp

dar p = p(r,t) at tryckfiltet, tillsammans med kontinuitetsekvationen
Op+ V- (pu) =0.

(a) Ange en fysikalisk tolkning av kontinuitetsekvationen! (2p)

(b) Visa att Euler:s ekvation kan skrivas som
p(Ou+V(u?/2) —ux w)=—-Vp

dér w =V xu. (2p)
(c) Visa att P = pu uppfyller

i indexnotation, dar T;; skall bestdimmas. Ledning: P; & komponenten av P i ett
kartesiskt koordinatsystem K, och T;; &r komponenterna av en tensor av rang 2 i
K. (2p)

6. Enligt Newton:s gravitationsteori kan gravitationsfiltet g = g(r) som genereras
av en masstathet ppmass = Pmass(r) berdknas genom ekvationerna

rotg = O, d1vg = —47TGNpmass

dir Gy = 6.674 - 107''N - m?/kg” #r Newton:s gravitationskonstant.
(a) Visa att det finns en gravitationspotential ¢ sa att g = —V®. (2p)

(b) Beriikna gravitationsfiltet g som genereras av cylindersymmetriska masstétheten

C  om 2?4+ 1? < R?
pmass(r) - 9 9 2
0 omz“+y*>R

diar C' > 0, R > 0 &r konstanter. (4p) Ledning: Anvéand cylinderkoordinater.

LYCKA TILL!



Losningsforeslag tentamen SI1146, 20 december 2023

NOTE: I typed this in quickly and did not check: this will probably be corrected!!!!

This is a suggested solution of an exam and not pedagogical material: I skip some
details and only write (---); if you don’t understand (---), look at the course book for
explanations.

1. (a) Om ® = ®(r) och r > 0:

(AD)(r) = 712@(7“2(9#1)(7”)) = 0% 0,(r’0,®(r)) =0 & r?9,0(r) = ¢,

& 0,0(r) = % & |D(r) = —% + e

med godtyckliga integrationskonstanter ¢y, cs.

(b) Enligt (a) har Laplaces ekvation AT(r) = 0 den allménna 16sningen
T(r)=C1+ Cyfr
med godtyckliga konstanter C, C5. Randvillkoren ger
T(R)=C,+Cy/R=T,, T'(2R)=—Cy/(2R)* = —Ty/R = Cy = 4RTy,

Cl = To —CQ/R:TO —4T0 == —3T0

Svar: | T(r) = To(=3 +4R/7) |
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r2sinf

divF =V - F =

(0, (asin(f) cos(0) /1) + Op(bsin®(0) /r?)

_ 1 (—asin(0) cos(#)/r* + 2bsin(6) cos(6) /r?) = C(;ie(—a + 2b).

r2sinf

1 e, reg rsin fe,,
rotF =V xF = Py Oy Oy Oy
TESIO g cos(6) /18 bsin(0) /12 0
1 in6
— —e,(=2bsin(8)/r® + asin(8) /r’) = e (=2b + a).
r r

(¢) F=—-V®om V xF =0 dvs., a=2benligt (b).

1 bcos 1 bcost
€y = Vo = —e,ﬁrfb — ;6989(1) = —er&n& — ;egag o8

2
r

€,

r3 r3 r2

ger ® = bcos(6)/r%.



3. (a)
[V % Al; = €, 0japixy f (1)
S——r

= eijp(@duar f(r) + amd f(r) + amze f'(r)z; /1) = ejraarf(r) = [ax rf(r)];
ger VX A=axrf(r).

(b)
V- A= 8,~ajxjxif(7‘)

= a;0;2: f (1) + ;20 f(r) + ajzjz; f'(r)z; /r = az; f(r) + 3az, f(r) + azz;r f'(r)
= (a-r)4f(r) +rf(r) =0

ger rf'(r) +4f(r) = 0, som har den allménna l6sningen f(r) = ¢/r* dir ¢ ér en
godtycklig konstant.

{J{ dS x (a x r)L = [j(éa(dS 1) —r(dS - a)L = j{(aﬂj ~ ay2,)dS,

/ @-(aixj - (leZ’)dv == / (ai(sjj — aj5ji)dV == 2aZ|V|
%4 \%4
dér |V| = [, dV. Svar: 2a|V|.

5. (a) Med Gauss sats ger kontinuitetsekvationen

d
— pdV:—% pu - dS,
dt Jy ov

dvs, tidséndring av vétskans massa inom ett godtycklig volymen V' &r lika med
flédet av pu in i volymen V. Vi kan alltsa tolka pu som massstromtéthet.

(b) Resultatet &r sant om och bara om
(u-V)u=V(u?/2) —ux (Vxu).
Vi visar detta med indexnotation:
(0 Vu—V(u?/2) +u x (V xu)); = u;0;u; — 0i(uju;/2) + €x1;€kimOitim

= u]-@jui — ujf?iuj + (5il5jm — (5im(5ﬂ)uj81um = 0,

TV
u; Oju;—ujO0ju;

som visar resultatet.

()
0P = Oy(pus) = (Oip) wi Dy
) H(pui) = (Op) uit+  pOu

—0;(pu;) —pu;Ojui=0;
—u;05(puj) — puOju; — 0;045p = —0;(pusuj + pdij),

som visar resultatet med T;; = pu;u; + pd;;.
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6. (a) Om rot g = 0 sa finns dér en potential ¢ sa att g = —VP (pga. V x V& = 0).
(b) Potentialen uppfyller

c omp<R

AL = dmGnpmass = {0 omp> R

i cylinderkoordinater sa att p = /22 + y? dir ¢ = 4rGyC. Ansatsen ® = f(p)
ger

F'(0) + = (0) = 0,00, 9)) = {g e
som ger
O F
och
g8 = —¢,0,f (p)-
Detta ger

2 < <
9,/(r) = cp’/2+c¢ omp<R 0, f(r) = cp/2+ci/p omp<R |
Co om p> R ca/p om p> R

10,/ <01ip=0gerc =0;9,f skall vara kontinuerligt i p = R = ¢ = cR?/2.

Allta,
cp/2 omp <R
0,f(r) = ) :
cR*/2p omp>R
Svar:
) —2nGnCepp omp <R
s~ —2rGNyCR%,/p omp>R



