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Tentamen i Fysikens matematiska metoder
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0; SI1140 Del 2; SI1143

Fredagen den 14 mars 2025 kl 8:00 — 13:00

Anteckna pa varje blad: namn, personnummer, och problemnummer.
Tillatna hjidlpmedel: bara formelsamlingen som delas ut

Obs! Minirdknare ej tillaten.

Notera géirna dina bonuspoédng pa din tentamens forsta sida.

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)
Loésningar: Kommer att finnas pa kurshemsidan (Canvas)
Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medféra podngavdrag.
Infér och forklara konstanter och symboler du behéver!
Notation: ug(z,t) = a%u(m,t); f(z) = %; z € R betyder —oco < z < 0o
OBS: Om inget annat skrivs sa kan man fa full poéng &ven om man inte berdknar

alla integraler.

1.

! Berikna funktionen u(r,t), 0 < r < R och ¢t > 0, som uppfyller féljande villkor,
2
ur(ryt) — a |t (rt) + —u(r,t) | = K (0<r < R,t>0),
r

|u(0,t)| < 0o, w(R,t)=0 (t>0),
u(r,0) =0 (0<r<R);

R >0, a > 0och K > 0 &r konstanter. Ledning: (i) w, + 2u, = 102(ru),
(ii) [ sin(kz)zdr = [sin(kz) — kx cos(kz)]/k*. (6p)

Luftsvingningar i en orgelpipa av langd L kan modelleras med lufttrycket p(z,t)
vid positionen z, 0 < z < L, och tiden ¢ > 0: funktionen u(z,t) = p(x,t) — po (dér
po ar konstant) uppfyller

g (x,t) — CQUM(:U, t) =K,
u(0,t) =0, wu(L,t)=0, wu(xz,0)=0, wux,0)=0,

dér K > 0 och ¢ > 0 &r konstanter. Bestdm u(x,t)! Integraler skall berdknas for full
poéang. Ledning: Bestdm en partikularlosning U(zx) till partiella differentialekva-
tionen och randvillkoren. Féljande integral kan vara anvindbar: [ 2 cos(kz)dx =

((kz)* — 2) sin(kx)/k® + 2x cos(kz) /k?. (6p)

Bakteriedensiteten u(z,t) (i kg/m) i ett mycket langt tunt ror uppfyller differen-
tialekvationen
up(z,t) — Duge(x,t) = au(z,t)

didr a« > 0 och D > 0 &r konstanter, ¢ ar tiden, och z &r en kartesisk koordinat
langs roret. Anta att det finns en bakterieméngd Ny (i kg) koncentrerad i mitten
av roret vid tiden ¢ = 0. Bestdm bakteriekoncentrationen u(x,t) for tider ¢ > 0!
Alla integraler skall beridknas for full poédng. (6p) (v.g.v.)

!'Dina bonuspoing fran hemtalen under VT2025 adderas till dina poing pa uppgift 1, dock kan du
maximalt f& 6 podng fran uppgift 1 och hemtalen tillsammans.



4. En lang cirkulér cylinder med radie R befinner sig i temperaturjamvikt med om-
givningen, som har temperaturen 7j (konstant) innan tiden ¢t = 0. Vid tiden ¢t = 0
dndras omgivningens temperatur till 77 (konstant), och den forblir 73 for alla tider
t > 0. Bestdm temperaturen i cylindern som funktion av positionen och tiden.
Cylinderns randtemperatur ar lika med omgivningens temperatur hela tiden.

Ledning: Stéll upp modellen och 16s den. Anta att cylinderns temperatur T =
T(r,t) bara beror pa avstandet r fran cylinderns symmetriaxel och tiden ¢. (6p)

5. Funktionen u(z,y), 0 < z < 0o och —co < y < 0, uppfyller differentialekvationen
U (T, Y) + Uy (7, y) = 0
i hela omradet, tillsammans med villkoren
u(z,0) =upd(zr —a) (0<zx<o0), u(0,y)=0 (—oo<y<D0),

dir a > 0 och ug > 0 ar konstanter.

Ange definitionen av Greensfunktionen till problemet, och berdkna Greensfunktio-
nen! (6p)

6. Alice befinner sig i punkten (z,y) = (a,a) i en skog (a > 0), och hon vill s& snabbt
som mojligt komma till en godtycklig punkt pa den positiva y-axeln, x = 0 och
y > 0. Skogtétheten dr sa att Alice hastighet kan beskrivas med funktionen

2% 42
2a2

U('Tay) = Vo

dar vy > 0 &r en konstant. Vilken vig skall Alice vélja? Ledning: (i) Parametrisera
vigen som 7(y), dér r och ¢ dr poldra koordinater sa att den positiva y-axeln
motsvara linjen 7 > 0, ¢ = 7/2. (i) v = & dir ds® = da? + dy® = dr? +r2dp?. (iii)

i \/1d—f7 = arcsin(z) dér sin(arcsin(z)) = v (=7/2 <2z < 7/2). (iv) sin(}) = ‘/75
Anmdrking: Du kan fa delpoéng genom att bara skriva ner vilken typ av funktional

och vilken typ av Euler-Lagrange ekvation som kan l6sa problemet.

LYCKA TILL!



Losningsforeslag till tentamen i Fysikens matematiska metoder 250314
I TYPED THIS QUICKLY: PLEASE LET ME KNOW BY EMAIL IF YOU FIND
ANY MISTAKES/TYPOS. THANKS.

1. (Uppgiften &ar en del av uppgift 1 i hemtal 3, vt2025).

Ansatzen

u(r,t) = falr)ga(t)

ger foljande problem som bestdmmer funktionerna f,(r):

d2
1) = 2) =~ () = M), 1F(0)] < oo, f(R) =0,
Detta ger
1 o
fn(r) = ;sm(knr), /\n:km kn = R ( = 1,2,)

Funktionerna g, (r) uppfyller

gn(t) + akgn(t) = Kn,  g2(0) =0

dar
R
drr*f(r)K 2K [% 2K 2K (—1)"!
= fOR P fn(r) = —/ drrsin(k,r) = ——Ecos(kinR) = #,
Jy drr? fo(r)? R Jo Rk, K
som har l6sningen
K, a 2K (—1)"1 —ak?
gn(t) = %(1 e ) = e (1 — e ah),

Svar:

2K (—1)"! a2 Sin(k,r) T
T(r,t)=To+ ) — (e knt)T, bin =g |

n=1

Alternativlosning. PDE och RV har en partikulérlosning U (r):
—a(AU)(r) = —a(U"(r) + 3U'(r)) = K, |U(0)| <o, U(R) =T,
har 16sningen .
U(r) =T, + 6—a(R2 —r?).
Ansatsen u(r,t) = U(r) + v(r,t) ger

ve(r,t) — a(Av)(r,t) =

t (0<r<R,t>0),
v(R,t)

v(r,0) = vo(r) == —6%(}%2 -7 (0<7r<R),

0
0



som har l6sningen
o .
sin(k,r) _ ;2 T
— E CRMe aknt’ k, = n—
— r R

dér (integralen behovs inte for full podng)

, n 2K -1 n—1
Co= g | drrsintiarynr) = -2
Detta ger
K o0 2K nf 2 Sln(k T) T
. - —akit n kn — =
() = To g (B = %) = 3 “’“3 SR

. ODE och RV har en partikuldrlosning wg(z,t) = U(x) dér
2771 U K 2 2
—cU"(z)=K, U(0)=0, UL)=0=U(zx)=—(L" —z°).

Ansatsen

u(z,t) = U(x) +v(z,t)

ger problemet

Vi (2, 1) — Cvge(x,t) = 0, 0<z<L,t>0,
v:(0,t) =0, wv(L,t) =0,
v(x,0) = =U(z), wv(z,0)=0,

som kan 10sas med ansatsen

dar

vilket ger
Ful@) = cos(knz), kn=(n— 1/2)%, n=12....

Detta ger ODE-problemet

in(t) + (ckp)’an(t) =0, a,(0) = —% i fo(@)U(z)dx, a,(0) =0,

som har 16sningen

an(z) = a,(0) cos(ckpt).

Svar:

[e.9]

K s
= — E a( (ky, knt), kn=(n—1/2)—
u(z) 23 + ) a,(0) cos(k,) cos(ckyt), (n—1/ )L




dar

K

a,(0) = e ), cos(knx)(L? — 2°)dw
2K sm((n —1/2)m) (-1 2K
L k3 B cLE3

Alternativlosning (kortfattad): Ansatsen
=3 Ful@)gn(®)

ger egenfunctioner f,(x) som ovan och

an )+ Phagn(t)] = K = an

dar

2 (" 2K [t o
= Z/o fn(z)Kdr = T/o cos(kypx)dr = WL sin(k,L) = (—1)"H ==

Det ger ODE problemen
Gn(t) + Ck2ga(t) = bn,  gn(0) = G,(0) =0,

med losningar

by,
gn(t) = k202(1 — cos(kyct)).
Svar
> 2K s
_ n+1 _
u(x,t) = ;(—1) kzchu — cos(knct)) cos(knz),  kn = (n—1/2)7
. BV lyder

u(x,0) = Nod(z).

PDE med Fouriertransformen

u(k,t) = / u(z, t)e *dx
R
ger
iy (k,t) + DE*0(k,t) = at(k,t),

som har 16sningen

a(k,t) = a(k,0)e” (PF=a),
BV ger

ﬁ(k, 0) = No.

Inversa Fouriertransformen ger 16sningen:

dk ;
U({L’, t) N —Dthelk’Z‘.
R 2T



Integralen ovan berdknades under kursens gang (och finns med i formelsammlin-
gen).

Svar:

1
u(z,t) = Noeatme_x2/4l)t (t >0,z € R)|

. Lat T'(r,t) vara temperaturen i cylindern vid r = /22 + y? och tiden ¢t > 0 (prob-
lemet dr symmetriskt med avseende pé rotationer kring z-axeln (som &r identisk
med symmetriaxeln) och translationer i z-riktningen: = 7' = T'(r,1)).

PDE-problemet ar

Ti(r,t) — a(AT)(r,t) =0 (0<r<R,t>0),
T(R,t) =Ty, |T(0,t)]<oc (t>0)
T(r,0) =1, (0 <r < R),

dar (AT)(r,t) = T, (r,t) + (1/r)T.(r, t).

Vi vill blir av med inhomogeniteten i randvillkoret (f6r att kunna anvénda Fourier:s
method). Ansatsen for partikularlosning T'(r,t) = T1 + u(r, t) ger

u(r,t) — a(Au)(r,t) =0 (0<r <R, t>0),
w(R,t) =0, |u(r,t)] < oo (t >0),
U(T,O):TO—Tl (0<T<R),

som har 16sningen (jag ger inga detailjer darfor att det &n ett standardproblem i
kursen)

I dolhar) (T — Tayrdr

r,t) = anJdo(knr e~okn . Qy
) Z_: o(Fnr) fOR Jo(kpr)?rdr
dér k, = apn/R och o, ar nollstéllena till Jy.
Svar:
Jo(kns)sd
T(r,t) =T + (Ty — Z Jo Jolks)sds Jo(knr)e™ @2t | (0 <1 <R, t>0)
= Jo % Jo(kn s)?sds

dér k, = apn/R och a,, ér nollstéllena till Jy.
Anmarkning: Integralerna kan berdknas, och det ger en mer explicit 16sning:

o

2J, kr
T(r,t) =T, + (T, leka,lkR e akat,

men det krévs inte for full poéng.

. Greensfunktionen G = G(x,y,2’,y’) ar funktionen avx > 0, 2/ >0,y < 0,9y <0
som &r lika med 16sningen u(z,y) till f6ljande problem,

_Gxx<x7 Y, CL'/, y/) - ny(l’, Y, ZL’/, y/) - 5($ - ZL'/)(S(y - y/)



(det vore ocksd OK utan minus tecknet, dvs, G — —@G) i hela omradet, tillsammans
med villkoren

G(z,0,2",4)=0 (0<z<o00), G.0,y,2",9)=0 (—oc0<y<D0).
Det kan skrivas kortare som
~AG(r,Y') =08 —1), Gl=0=0, n-VG|,— =0,

dir r = (z,y) och ' = (¢/,/) dr i omradet D := {r = (z,y) e R*: 2 > 0, y < 0}

Om r’ = (2/,y') € D ér kdllpunkten med laddning () = 1, so kan man 16sa problem
med spegling: vi behéver 3 spegelpunkter v} = (—2/,y), vy, = (2/,—y), r} =
(—2’, —y') med laddningar Q1 = 1, Q2 = —1, Q3 = —1 (pga. regeln "udda spegling
for Dirichlet RV och jamd spegling fér Neumann RV).

Losningen till —AGy = 6%(r) i R? &r fundamentallsningen

Golr) = 5= n(jrl/a) = 5 In(\/o? £ 42/a),

dér a > 0 ar en godtycklig konstant med dimension "langd".

Spegelmetoden ger

G = Go(r —1') + Go(r —r}) — Go(r — 1)) — Go(r —3) = ! ln<|r_r||r_r1‘)

C2r 0 \|r —rh[[r — 1]

Svar (jag anvindar In(z~'/?) = —% In(z) om x > 0 pga att jag tycker formeln ser
snyggare ut sd — smaksak; det finns flera sétt att skriver svaret)

o L lE=2?+ -yl +2) + (y - y)’]
dr - [(x =22+ (y+ ¥z +2)* + (v + )2

darxz>0,2" >0,y <0,y <0.
[CHECK: G|,—o = 0: OK|]

_ ds
. v =g ger

gt = ds \/mdgo B 2a% \/(r')? + r?

v vor?/2a? Vo r2

de.

Detta ger tiden T att forflytter sig lings curvan r(p), 7/4 < ¢ < 7/2:

/2 0.2 [l )2 2
T:/ 2a° \/1'(¢) 4-27"(90) "
w/4 Vo T(QO)

dar r’ = j—;. T ar en funktional som kan skrivas som

2a2 [T/? ,
T=— L(r(e), 7" (p))dep
Vo Jr/4
dar
N2 L .2
L(r,r") = ()’ +r



Funktionalen ar stationdr om Euler-Lagrange ekvationen

ar uppfylld. Det skall 16sas med villkoren

r(n/2) = Va2 + a2 = V2a, oL =0.

or’ o /2

Vi berakna
oL B r!

o 2 )2+ 72

allsa ar villkoren

r(n/2) =V2a, r'(7/2)=0. (3)

Euler-Lagrange ekvationen implicerar att

,OL ()2 ()2 12 ()2 + 1
r— — L = —
or’ r2 72
1 NI 5 2 1
- = — MRrR2 ) == _C
r2, /(12 +r2((r) ()2 +12) ()2 + 12

(C &r en integrationskonstant). Detta ger

,_dr

1
— gy 2
dp cz

d ac
! = (Cr) == +dp.
\/ & - V1—(Cr)
Integrationen av bada sidor ger den allménna losningen till Euler-Lagrange ekva-
tionen,

r

som kan separeras,

arcsin(Cr) = £(p + ¢)

med c en ytterliga integrationskonstant; det ar ekvivalent med

r(p) = :l:% sin(p + ¢).

Villkoret 1
r'(n/2) = :I:a cos(m/24+¢) =0

ger ¢ = 0. Villkoret

r(r/4) — ié sin(r/4) = 4= Y2 _ 43

ger £C = 1/2a.



Svar: Alice skall rora sig langs vigen

() = 2asin(p)

fran p = /4 till ¢ = 7/2.

Anmdrkning: Rakningen ovan visar att vigen ovan ger en extremal tid; det kunde
vara en saddelpunkt eller maximum. Det &ar plausibelt att vigen ovan ger minimala
tiden, men ett bevis kréver mer jobb (det krévs inte for full poéng, sa klart): man
kan borja med att jamfor tiden for () ovan med tiden lange raka végen fran (a, a)
till (0,a), osv.



