Skriftlig examen, 2018-01-15 8:00-13:00 KTH, Modern Fysik (SH1014)

Fragor med forslag till 16sningar. OBS: detta dokument innehaller ej fullstindiga l6sningar!

Uppgift 1

Fraga

1. En partikel med massan m befinner sig i en tvadimensionell potential U(z,y) med fol-
jande egenskaper:

U(z,y) =0 for0<x<a och 0<y<b

U(z,y) =00  annars

a) Visa att partikelns energi kan skrivas enligt
E = (72h?/2m)(n3/a® + n?/b?)

samt att vagfunktionen kan skrivas enligt
U(z,y) = Csin(nymz/a)sin(nemy/b). [4p|

b) Normera vagfunktionen, d v s bestam konstanten C. [1p]

Losning

(Se &dven Harris, new intern. ed. sidorna 237-241)

a) Vi staller upp tidsoberoende Schrodingerekvationen i tva dimensioner ( U(z,y) = 0 for
0<z<a och0<y<b)

—h? (82 0

52 T ayg) U(z,y) = E¥(z,y).

2m

Variabelseparation ger:
V(z,y) = V(z)¥(y)

Divisionen W(x)¥(y) ger nu:

—h? 9
%@‘I’(fﬁ) = E, V()
_h2 82
%a_yg\lj(y) = E,9(y)

x delen:

d*V(z) 2mE,¥(z)

w0

U(r) = Ae™® + Be™™=*  dar k2 =2mE, /R’
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Vi har randvillkoren: ¥(0) = 0 och ¥(a) = 0.

V(0)=0=A=-B

Aeihza | Bemikea — () = A(elhea _ gmikea) — g
sink,a=0 = kya=n,7w

U(z) = Ksin(n,mz/a)

k2h?  n2h*n?

E, = —
2m 2ma?

Vi behandlar y-delen pa samma séatt som x:

CU(y) | 2mE,V(y)

dyy? h?
U(y) = Lsin(n,my/b)
k2h? nZhim?

2m 2mb?

=0

Y

=  U(z,y) = V(x)¥(y) = Csin(n,mz/a)sin(n,my/b)

Satt W(z,y) i Schrodingerekvationen:

—-n* [ 0* O
2m <821'2 + 32y2) \I;<m7y) = E\I/(x,y)
Losningen ger:
R 2 /7,2

b) Normeringskravet:
a pb
/ / C?sin*(nymr/a)sin® (n,my/b)dydr = 1
o Jo

a b
02/ sinQ(nxﬂx/a)dx/ sin®(n,my/b)dy = 1
0 0

Fran [Betal

C?’ab/d =1 = C=+/4/ab
Uppgift 2
Fraga

Den tvaatomiga molekylen HX (X &r okédnd) har en effektiv fjaiderkonstant pa 9.68 x
10°g/s* och ett jamviktsavstand pa 0.092 nm. Véglingden av en foton som HX kan ab-
sorbera genom en vibrationsovergéang (AV = 1) ar 2.4um, dar V &r vibrationskvanttalet.
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a) Berikna reducerade massan for HX. [2p| b) Vilken atom &r X7 [1p| ¢) Beridkna energi-
erna for de lagsta rotations- och vibrationstillstanden for HX. [2p]

Losning

(a)

Enligt formelsamlingen:

1 1 k
Evib: <V—|—§) hyo, VOI% ;

déar p ar den reducerade massan som sokes.

Vid en vibrationsévergang (AV = 1) &r fotonenergin:

h [k
E, = Evibav=1 = Eviby, — Eviby, = hy = o ;
vilket ger:
kh? —27
p=—5 =157 x 107" kg = 0.946 u.
Ly
(b) Enligt formelsamlingen:
- mgmx
= mg +mx’
vilket ger mx.
myx = 957 %1072 kg = 15.5 u.
mpg — N
Elementet X &r syre.
(c) Enligt formelsamlingen:
? 5
Ei==J(J+1)=—=J(J+1).
A TRAR 2uR2(+)

Det lagsta rotationstillstandet har J = 0 vilket ger E.o, o = 0 eV. Det lagsta vibrations-
tillstandet har V' = 0 vilket ger Ey, ¢ = 0.258 V.

Uppgift 3
Fraga
En viteatom befinner sig i ett tillstind med n = 2,1 = 1 och m; = 0. a) Berékna

elektronens mest sannolika radie, 9 uttryck i ag. [2.5p] b) Berékna det/de virden pa
vinkeln 6 dér vi har storst sannolikhet att hitta elektronen. [2.5p]
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Losning

Vi har tillstandet (n,l,m;) = (2,1,0) och ser fran formelsamlingen att den totala vag-

funktionen ar:
Te—r/Zao

Y = Ry Y = ————————/3/4mcosl
2,1,0 2,117 (2a0)**/3a0 /

a) Elektronens radie beror endast pa den radiella vagfunktionen R. Den radiella sanna-
likhetsfunktionen, P(r), kan skrivas som:

) r26—2r/2a0

P(r)=7"| Ry [*=r 3(2a0)%a2
0

Maximum av P (r) far genom derivering:

dP(r)
=0.
dr
4 ,—r/agp
dP(?”) - A (4’/”36_r/a0 re ) _ Ae_r/a0(47’3 o 7,4)
dr ag

dir A = 1/(24a)).

(4 —1*/ag) =0 = 4—r/ag=0 = 7 =4da

b) Vi har tillstandet (n,l,m;) = (2,1,0) och ser fran formelsamlingen att vagfunktionens
f-beroende del, samt den tillhérande -6 beroende sannolikhetstéatheten skrivas pa foljande

satt:
Y™ =Y = \/3/4ncosl
p(0) =| Y |°= 3/4mcos®0

Om man vill veta i vilken riktning (0, df) som det &r storst sannolikhet att hitta elektronen
sd4 bor man skriva P(f) = p(0)dV och sedan integrera over alla r med volymelementet
dV = r?sinfdrdfde¢. Detta ger P(6) formen cos*@sinf. Om vi deriverar denna funktion
och letar O-stéllen
d(cos*0sind)
do
cosf(cos*0 — 2sin?0) = 0
= 3cos’) =2
finner vi 8 = 35° och 8 = 145°.

= —2c080sin’0 + cos>0 = 0,

Man kan #ven hitta sannolikhetstidthetens maximum genom att derivera p(f) och hitta
dess nollstéllen enligt foljande:

d(cos®9)
df

= 0=0,7/2,m 3r/2.

= —2cos0sinf = 0.

Observera dock att detta inte var det som efterfragades i denna uppgift.
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Fran andra derivaten
d*(cos®0)
do?
finner vi maximum f6r: § = 0,7 och minumum for § = 7/2,37/2 Séledes har sannolik-
hetstétheten i 6-led sitt maximum i riktningarna 6 = 0, 7. (Se dven Harris, new intern.
ed. sidorna 260-261, fig. 13.)

= 2(sin*0 — cos*0)

Uppgift 4

Fraga

En stav med ldngden L, ror sig med hastigheten v ldngs den horisontella axeln, z’. Staven
dr orienterad sa att den har en vinkel , relativt z’-axeln. a) Bestdm stavens langd uppmétt
av en stationdr observator. [2.5p| b) Bestam vinkeln som staven har relativt stationéra
observatorens horisontella axel, z. [2.5p]

Losning

Vi kallar stavens inertialsystem for S” och observatoren har inertialsystem S. Den relativa
hastigheten mellan S och S" &r v.

a)
L' = /Az? + Ay? = Ly

L = \/Az? + Ay?

Az = Lycosfy  och  Ay? = Lysinb,
Az"? = yAz* (lingdkontraktion)
Ay/2 — Ay2

L =+/(Az'/7)2 + Ay’2 = Lo/ (cosby/7)? + sin26,
L=+/(1—B%o0s2,) dir B=v/c

Az = Lcos)  och Ay = Lsind = Ay
Az’ = Locosty  och Ay = Lysinb,
Ay Ay

tan = —

Ax  Az'/y
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Uppgift 5

Fraga

Atomkirnan 22 Bi kan sénderfalla pa tvi olika sitt: a- sénderfall och 8~ -sénderfall. a)

Beskriv schematiskt vad som hénder vid sonderfallet, d v s vilka partiklar som sidnds ut
fran atomkérnan i de tva fallen samt visa vilka dotterkérnor som skapas. [2.5p| b) Utga
fran atoméra massor och berdkna Q-vérdet for de tva sonderfallen. [2.5p|

Losning

(a)  a: 22Bi = ZBTi+] He f7: #?Bi = Z*Po+e 41,
(b)

Q = (Myfsre — Me fm)c2 dir m ar kirnmassan.

Qp- = (mp; — mp, — me)c?, my, ~ 0.

Atommassan M = m + Zm,.

Qﬁ‘ = (MBi — 83m, — Mp, + 84m, — me)02

Elektronernas massor forsvinner vid subtraktionen sa vi kan anvinda atoméra massor.
Med hjilp av tabellen for atoméra massor far vi:

Qp- = (Mp; — Mp,)c* = (211.9913 — 211.9888)c* = 0.0025uc”
Qs- = 0.0025uc® x 931.502MeV/c* = 2.3MeV

Qa = (mBi —mr — mHe)02

Qo = (Mp; — 83m, — Mg + 81m, — My, + 2m,)c?
Qo = (Mp; — My — My.)c* = (211.9913 — 207.9820 — 4.0015)uc® = 0.0078uc® = 7.3MeV

Q- > 0= [~ sonderfall ar energetiskt mojlig.
Q. > 0 = « sonderfall ar energetiskt mojlig.

Uppgift 6

Fraga

Naturligt samarium innehaller 15% av den radioaktiva isotopen '4"Sm, som sénderfaller
genom att avge en a-partikel. Ett gram (1 g) naturligt samarium sénder ut 89a-partiklar
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per sekund. Bestdm 47Sm isotopens halveringstid med hjilp av den givna informationen.
[5p]

0.15 x 103 kg

N= = 6.15 x 10% at
146.915u/atom - 1.6605 x 102" kg/u x 107" atomer

Aktiviteten:
A=89Bg=X-N = A=145x10"Y9s""
A=In2/ti, = tip=15x10"4r.
Uppgift 7
Fraga

Kim har hittat en synbart ogenomskinlig halvledare och vill ta reda pa vad det ar for
nagon. For att avgora saken méter hen upp dess ledningsformaga. Néar Kim varmer halv-
ledaren 9 grader C fran rumstemperatur sa fordubblas ledningsférmagan jamfort med
vid rumstemperatur. Kim antar att populationen av ledningselektroner &r avgorande. a)
Vilken eller vilka av de nedanstande kan hen avféra pa en gang? [1.5p| b) Visa med hjalp
av berdkningar vilken av foljande halvledare Kim har hittat. [3.5p]

Halvledare | Bandgap (E,)
Ge 0.68 eV
Si 1.18 eV
GaAs 1.43 eV
CdSe 1.73 eV
Zn'Te 2.25 eV
GaN 3.4 eV
diamant 5.5 eV

Fermi-Dirac-fordelningen: N(E) = 1/[exp((E — Er)/kT) + 1]

Losning

a) Det synliga spektrumet ligger i intervallet 380 — 750 nm, eller 3.26 — 1.65 eV. En
halvledare som har ett bandgap storre dn den Gvre griansen i energi (3.26 ev) kommer vara
helt genomskinlig om den adr monokristallin och defektfri. Halvledare som har bandgap i
det synliga intervallet blir normalt sett fargade och delvis genomskinliga (eftersom en del
av det synliga spektrumet absorberas). Av de halvledare som foreslogs kan dérfor de med
bandgap storre &n den undre gransen (1.65 eV) av det synliga spektrumet uteslutas direkt.
Ett undantag kan goras for CdSe som ligger precis pa gransen och darfor ar svarbedémd
utan mer information. De som kan uteslutas dr alltsa ZnTe, GaN och diamant (och CdSe
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ar ok att ta med, men dven ok att inte ta med) eftersom de &r genomskinliga eller delvis
genomskinliga och fargade.

b) (Se &ven Harris, new intern. ed. sidorna 448-449). Ledningsférmagan o o Npp som &r
antal elektroner i ledningsbandet. Givet:

1
e(E—Er)/ksT 4 1

N(E) =

Givet:
0(300K) = 1/20(309K)

Np5(309K)

LA Sitaleb ) |
N_.5(300K)

o0 D
Nog = / dE
Ept1/28, €FTER/ET 41

Anta att D, tillstandstdtheten ar konstant.

Fran [Beta]
Nip = DTkgln(1 4 e Po/2k57T)

In(14+¢€) ~e

dar e ar liten.

Nip = DTkge Fo/?*5T
Satt upp kvoten for 77 = 300K och T, = 309K.

 Npp(309K)

9 _EB\Tre R/
N.5(300K)

= TQ/TleEg/sz(l/Tl — 1/T2)

Satt in varden 11,75, kg = E,=118V = Si

Uppgift 8

Fraga

En partikel som i alla hittills méatta avseenden &r kompatibel med Higgs bosonen for-
klarades upptéickt av LHC-experimenten vid CERN i juli 2012. I ATLAS-experimentets
publikation som slédpptes en dryg manad senare finns nedanstaende delfigur. Anvind denna
for att uppskatta Higgs-bosonens126 GeV /c?, livsldngd. Tips: ténk pa osikerhetsrelatio-
nen. Figurens x-axel dr invarianta massan (i GeV/c?) av tva fotoner som tros komma
fran Higgs-bosonens sonderfall. Invarianta massan motsvarar vilomassan for en partikel
matt fran dess sonderfallsprodukter. Y-axeln ér antalet fall en viss massa maétts efter att
bakgrund har subtraherats. Den heldragna kurvan &r en anpassning. [5p]
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Z
m
o
-
5
= 8 . . . . .
100 110 120 130 140 150 160
m.., [GeV]
Losning

Enligt Heisenbergs osdkerhetsrelation géller

AFEAt >

DO St

I figuren kan man se att Higgs-bosonens vilomassa dr ca 126 GeV /c?, vilket ger energin
E = 126 GeV (E = mc?). Osikerheten i energin far man fran toppens bredd, som ir
AFE ~ 4 GéV. Insittning i osikerhetsrelationen ger At = h/(2AFE) ~ 107% s. Detta
betyder att Higgs-bosonens livstid dr av storleksordningen 1072 s.



