Institutionen for matematik

@b SF1681 Linjir algebra, fk
o Ty,

FKTHE

% VETENSKAP %

28 OCH KONST %%

e

Losningsforslag till tentamen
11 april 2023

DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat A vara foljande matris med element i kroppen Fy = Z /27 = {0, 1}:
0 11

A:

—_ = = =

0 0
0 1
0 0

—_ = =

—~

Bestim det karakteristiska polynomet p4 (), minimalpolynomet g4 (x) och Jordans nor-
malform till A. “4p)

Losningsforslag. Vi borjar med att berdkna det karakteristiska polynomet

xr -1 —1 -1
0 z—-1 0 —1
0O -1 zz—-1 -1
0 -1 0 x-1
r—1 -1
-1 z-1
Minimalpolynomet har samma rotter (0 och 1) men multipliciteten kan vara mindre. Alltsa

dr g4(x) ndgot av foljande polynom z(z — 1), z?(x — 1), x*(z — 1). Frgan ér alltsd om
A% = A, A3 = A? eller A* = A3. Vi beriiknar

z—1 0 —1
=z| -1 x—1 -1
—1 0 r—1

pa(z) := det(zl — A) =

=z(x—1)

‘ =z(z—1)((z—1)°-1) =2(x — 1)(z* — 22) = 2*(z — 1).

0111 0111
, o000 , _ooo0o
=101 11 =101 11

0000 0000

Alltsd dr minimalpolynomet z2(z — 1).

Summan av storleken av blocken i Jordans normalform for ett egenvirde dr den alge-
braiska multipliciteten, alltsa 3 for A = 0 och 1 for A = 1. Fragan dr om blockens storlek
for A =0dr1+ 1+ 1,1+ 2eller 3. Att minimalpolynomet har multiplicitet 2 for A = 0
innebdr att det storsta blocket har storlek 2 vilket ger 1 + 2. Alternativt kan vi beridkna den
geometriska multipliciteten hos A\ = 0 till 2 vilket betyder att det &r tva stycken block, dvs
1 + 2. Alltsa har vi att Jordans normalform &r

0000
0
0
1

o O O
o O O
o O =

Svar. Kar. polynom pa(z) = x*(x — 1), minimalpolynom g4 (z) = z*(z — 1) och Jordans
normalform med tva block av storlek 1 + 2 for A = 0 och ett block av storlek 1 for A = 1.

1



SF1681 Linjar algebra, fk Losningsforslag till tentamen 2023-04-11

1 [—
2. Lat z € C vara ett komplext tal och betrakta matrisen A = — .1 <
\/5 1T 14 2z

alla virden pa z for vilka A dr Hermitesk och/eller unitir. Berikna dven egenvérdena for
A for alla sadana z. 4 p)

] . Bestim

Losningsforslag. Att A &r Hermitesk betyder att At = A, dvs att A ir konjugatsymmetrisk.
Detta betyder att = = ¢ = —i och att 1 + 2:z &r reellt. Detta har den unika l6sningen
z = —1 vilket ger den Hermiteska matrisen

L[t -
Vet 3]
Den har karakteristiskt polynom (x + \%) (x — i) —% — 22—+/22—2 och egenvirdena

V2
% (1 + V/5) vilka dr reella som forvintat.

Att A #r unitir betyder att ATA = I eller ekvivalent att kolonnerna har norm 1 och ir
ortogonala mot varandra. Ortogonaliteten ger

O0=—1-2+4+i-(14+2i2)=—2—i+22=2—1

Vilket har den unika 16sningen z = 4. Vi far da matrisen
1 |-1 i
R P
vilken dven har kolonner av norm 1. Alltsa dr A unitdr. Matrisen har karakteristiskt poly-

2
nom <m + \%) + % = 2% +v/22 + 1 och egenvirden \/Li (—1 + z) vilka har belopp 1 som
forvintat.

Svar. For z = —i sa dr matrisen Hermitesk med de reella egenvirden \/%(1 + \/5)
For z = i sa dr matrisen unitir med egenvirden \%(—1 + i) av belopp 1.
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3. Ge vektorrummet C[z]<; av komplexa polynom av grad < d den inre produkten sé att

1,x, 2%, ... 2% dr en ortonormal bas. L&t L: C[z]<y — C[z]<; vara den linjdra avbild-

ningen som ges av L(p) = p'(z) + ip(0). Bestdm en singuldrvirdesuppdelning for L, dvs
ange singuldrvirden och motsvarande ortonormala baser for C|z]|<; och C[z]<;. (4 p)
Losningsforslag. Vi har att L(1) = ¢, L(z) = 1 och L(z?) = 2z. Detta ger matrisen
1 10
aem=f) )Y

For att hitta singuldrvirdena och de hogra singulédrvektorerna betraktar vi

—1 0 i 10 1 = 0
ATA = 10{002}—2 1 0
0 2 0 0 4
Denna matris har karakteristiskt polynom (z — 4)((z — 1) = 1) = (z — 4)z(z — 2).

Alltsa dr egenvidrdena 0, 2, 4, dvs singulédrvérdena ér 0, V2, 2. Motsvarande egenvektorer
ar hoger singuldrvektorer. Vi berdknar:

1
ker(ATA) = ker A = Span { | —i
| 0
[—1 —i 0] 1]
ker(ATA —2I)=ker | i —1 0| =Spany |3
i 0 2 0]
(=3 —i 0] 0]
ker(ATA —4I)=ker | i -3 0| =Spang |0
i 0 0 1]

Efter normalisering ger detta de tre hoger singulédra vektorerna:

1 1 0
! i ! i 0
Vo= —F | — V= — Vo =
V2 g V2 o 1
Eller uttryckt i det ursprungliga vektorrummet:
1
)= —F7(—tr+1 singuldrvirde 0
1
r)=—7(x+1 singulirvirde v/2
po(r) = 2° (singuldrvirde 2).

Vi far sedan motsvarande vénster singulidra vektorer via

n(z) = %L(pl) = it =i
() = 5 Lips) = 5(20) =

Notera att {po, p1, p2} och {q1, ¢2} verkligen dr ON-baser.
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Svar. Singulirvirdena ir /2,2 och vi har dven att dim ker(L) = 1 (singuldrvérde 0) medan
dim ker(L") = 0. En bas av hogersingulira vektorer &r py(r) = \/%(—m + 1) (kdrnan till
L), p1(z) = \/Li(w + 1) (singuldrvirde v/2) och py(z) = 2 (singuldrvirde 2). En mot-
svarande bas av vinstersingulira vektorer ér ¢ (x) = i (singuldrvirde v/2) och () =

(singuldrvirde 2).

DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definiera begreppen stokastisk vektor och stokastisk matris. 1p)

(b) Visa att varje stokastisk matris har egenvirdet 1. 1p)

(c) Definiera begreppet reguljcir matris och formulera ndgon version av Perron—Frobenius

sats. 1p)

(d) Ge exempel pa en reguljar Hermitesk stokastisk matris A av storlek 3 x 3 och bestim

det stationdra tillstandet i motsvarande Markov-process. (1p)
Losningsforslag.

(a) En stokastisk vektor dr en kolonnvektor med icke-negativa element vars summa ér 1.
En stokastisk matris 4r en kvadratisk matris dér alla kolonner &r stokastiska vektorer.

(b) Lét A vara en stokastisk matrisochr = [1 1 ... 1] vararadvektorn som bestar av
enbart ettor. Da #r rA = r eftersom A #r stokastisk. Dérfor dar ATr? = (rA)? = rT.
Alltsé har AT egenviirdet 1. Men d har dven A egenvirdet 1 ty A och A” har samma
karakteristiska polynom.

(c) En matris A &r reguljar om A™ dr positiv for nagot heltal n > 1, dvs om alla element i
A™ dr positiva. En version av Perron—Frobenius sats sdger att om A &r reguljar giller:
(i) Egenvirdet A = 1 har algebraisk multiplicitet 1 och det finns en unik stokastisk
egenvektor v med egenvirde 1.
(if) Om A # 1 &r ett egenvirde sa ér |\| < 1.
(iii) For varje stokastisk vektor p giller att lim,, ., A"p = v.

(d) Om A ar Hermitesk (dvs symmetrisk) och stokastisk sa dr summan av varje rad 1.
Alltsa ar %(1, 1,1) en stokastisk egenvektor med egenvirde 1. Alla reguljira Hermi-
teska stokastiska matriser har alltsa samma stationidra fordelning. Ett exempel ar:

1 210
A=-11 0 2
0 21

vilken ir reguljir eftersom A? ir positiv.
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5. (a) Definiera begreppet minimalpolynom qr,(t) foér en operator L: V' — V. (1p)
(b) Lat A vara en n x n-matris med element i en kropp k£ och 1at .S vara delrummet av

n X n-matriser som ges av .S = {p(A4) : p(t) € k[t]}, dvs alla polynom i A med
koefficienter i k. Visa att dimensionen av S dr lika med graden av minimalpolynomet

qa(t). 2p)

(c) Lat £k = R och ge exempel pa en matris A sadan att S' (under addition och multipli-

kation av matriser) blir en kropp som &r isomorf med C. 1p)
Losningsforslag.

(a) Minimalpolynomet ¢y, (¢) dr det moniska polynom av minimal grad sé att ¢, (L) = 0.

(b) Om p(z) = 2%+ay_ 1241+ - ~+a;2+ay dr ett moniskt polynom s att p(A) = 0 s& dr

Al = —agl—a1 A—agA?—- - -—ay_1 A% P och alltsé dr A? € Span{I, A, A%, ... A4}
Omvint, om A? € Span{l, A, A% ... A9"'} s3 finns skalirer b; s att A? = byl +
biA + byA? + -+ + by A% 1 vilket ger att p(A) = 0 for det moniska polynomet
p(z) = 2% —bg_124 L — - — byw — by.
Detta innebir att graden av minimalpolynomet g () ér det minsta heltal d sé att A9 €
Span{l, A, A% ... A%} Men da dr I, A, A% ..., A% linjirt oberoende. Vi har
dven att A" € Span{I, A, A% ... A%1} forallan > d eftersom A? = byl + by A +
by A2+ by A geratt A" = by A" 4 by AP p by AnTF2 Ly AP
och genom att upprepa detta far vi att A” gar att skriva som en linjarkombination av
IA A2 . AL

(c) Vi behdver en matris A som beter sig som imaginira enheten, dvs A2 = —1. Ta till
exempel
0 -1
-

D4 dr minimalpolynomet q4(t) = x®+1 irreducibelt sd S = Span{I, A} #r en kropp.
En explicit isomorfi ¢: S — C ges av p(al + bA) = a + bi.
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DEL III - AVANCERADE PROBLEM
6. Betrakta de tvd Markovprocesserna som ges av matriserna
1 0 0 2
01 3
1 1
A==-10 1 0 B:—0300
313 1 0 410 1 40
300 2
(a) Bestimma alla stationéra tillstand till de tva Markovprocesserna. 2p)
(b) Avgor om de tva Markovprocesserna konvergerar oavsett starttillstand. 2p)

Losningsforslag.
(a) Ett tillstdnd p &r stationért for A om Ap = p, dvs om p dr en stokastisk egenvektor
med egenvirde 1. Vi berdknar egenrummet till egenvirdet 1 for A:

113 1 3 10 -1 1
ker(A—I)=ker- | 0 -2 0| =ker|{0 1 O | =Spanq |0
513 1 -3 00 0 1
1
vilket ger den unika stokastiska egenvektorn % 0| . Samma berdkning for B ger:
1
-3 0 0 2] 300 -2 2] o
Iryo -1 0 0 010 O 0 0
ker(B—I)_kerZ 0 1 0 0 = ker 000 0 = Span NERE
30 0 —2] 000 O 3 0
Vi har en bas av stokastiska egenvektorer
2 0
110 0
b1 = 5 0 b2 =11
3 0

och vi ser att alla stokastiska egenvektorer ges som linjairkombinationer ab; + (1 —
a)bg dir « € [0, 1]. Detta &r alltsa de stationira tillstanden till B.

(b) Ingen av matriserna dr reguljdra. Detta visar dock inte att de inte konvergerar. Pro-
cessen B ir inte konvergent da den har flera olika stationira tillstand. Processen A
har visserligen bara ett stationirt tillstaind men dr dndé inte konvergent: med start-
tillstindet e; har vi att Ae; = e; och A%e; = e; s& processen hoppar fram och
tillbaka mellan e; och e3 utan att konvergera. (Processen A ér irreducibel medan B

ar reducibel.)

Svar.
(a) Processen A har det unika stationira tillstandet %(1, 0,1). Processen B har de sta-
tionra tillstinden: 1(2a,0,5(1 — a), 3a) déir o € [0, 1].
(b) Ingen av processerna konvergerar.
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7. Lat A vara en reell 2 x 2-matris med reella egenvirden a; < b;. Betrakta rekursionsekva-
tionen
Xn = 2Xn—1 + 3Xn—2 ‘v’n 2 2, XO = I, X1 = A
dar X, dr reella 2 x 2-matriser.
(a) Visa att egenvirdena a,, och b,, for X,, endast beror pa a; och b; ochinte pa A. (2 p)
(b) Ge en explicit formel for egenvirdena a,, och b,, dd a; = 0 och b; = 3. 2p)

Losningsforslag.
(a) Eftersom a; # by sa dr A diagonaliserbar. Eftersom / och A kommuterar sa dr de
samtidigt diagonaliserbara. Detta innebir att alla X,, 4r samtidigt diagonaliserbara.
Mer konkret, vilj en basbytesmatris P sd att A = PDP~! med D = diag(ay, b;). Lat
D, = P7'X,P.Dair alltsd Dy = I och D, = diag(ay, b;) och vi far rekursionen
D, =2D,,_1+3D, 5 forallan > 2. Alltsa ar D,, en diagonalmatris for alla n. Men
egenvirdena for X, och D,, dr lika och D,, beror bara pa a; och b;.

(b) Eftersom D,, = diag(a,,b,) far vi rekursionsformlerna a,, = 2a,_; + 3a,_» och
b,, = 2b,,_1 + 3b,,_» med initialvillkoren ag = 1, a; = 0 och by = 1, b; = 3. Vi loser
darfor forst rekursionsekvationen x,, = 2x,_1 + 3z,,_» for allménna initialviarden x,
1. Viinfér v,, = 2, 2,_1]" och kan dé skriva rekursionen som en matrisekvation:

Tn | |2 3| |%Tna
Tn—1 n 10 Ln—2 '
—— HE;_/W_/
Egenvirdena till B dr A\ = —loch A\ = 3 med egenvektorer §; = [—1 1}T och

& =3 1]T. Om v, = c€; + d€, sd dr alltsd v, = ¢(—1)""1¢; + d3" €,. Genom
att titta pa forsta koordinaten ger detta att

T, =c-(=1)"+d-3"

dér ¢ och d bestdms ur v; = c€; + d€, (eller ekvivalent direkt fran uttrycket for x,,
ovan med n = 0 och n = 1) till:

To=c+d 4c = 3x9 — 11
T = —c+3d = 4d = xg + x1.

Losningarna for a,, och b,, blir alltsa:

an—Z(S—O)(—l) +Z(1+0)3 _4( 1) +43
1 1
b, = 1(3 —3)(—1)" + Z(l +3)3" = 3™

Svar. a, = 3(—1)" + 13" och b, = 3.
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8. Lat A vara en komplex m X n-matris dér alla kolonner har norm 1.
(a) Visaatt 1 < rk A < min{m,n} och att alla virden i detta intervall ar mojliga. (1 p)

(b) Visa att alla singulirvirden till A ligger i intervallet [0, /7). 2p)

(c) For alla m,n, ge exempel déir A har ett singuldrvirde /n. 1p)
Losningsforslag.

(a) Lat kolonnerna i A kallas vy,vs,...,v, € C™. Da ir rangen av A dimensionen

av bildrummet im(A) = Span{vy, vy, ..., v,}. Eftersom ||v;|| = 1 for alla ¢ sa r

dim(im(A)) > 1. Samtidigt dr rk A < m eftersom bildrummet &r ett delrum av C™
och tk A < n eftersom bilden spianns upp av n vektorer. Ett exempel pa en matris
med rang r for 1 < r < min{m, n} ges av

Vi =€ Vel = €1 (Om r< n)
Vo = €9 Vit = €1
V, =€, vV, = €.

(b) Egenvirdena till AT A ir singuldrvirdena i kvadrat. Speciellt 4r sparet av AT A summan
av singulirvérdena i1 kvadrat:

tr(ATA) =o? + o3+ + 02

Men eftersom kolonnerna har norm 1 s ar
tr(ATA) = (vi|vi) = n.

Alltsa dr singuldrvirdena, som alltid dr positiva, aldrig storre dn /n.

(c) Vilj alla kolonner lika, tex vi = vo = v3 = --- = v,, = e;. Dd drrangenr = 1
och ATA #r n x n-matrisen som bestér av enbart ettor. Denna har egenvektorn £ =
e; + ey + - - - + e, med egenvirdet n. (Resterande egenvirden idr 0 eftersom kirnan
till ATA har dimension n — 1.) Alltsa ir det enda singulirvirdet oy = /n.
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9. Lt M, ,, vara vektorrummet av komplexa n x n-matriser. Lat L: /\2 M, — M, ,, vara
den linjdra avbildningen som uppfyller L(AAB) = AB— BAfor A, B € M, ,.Léat M,
ha den inre produkten som ges av (A|B) = tr(A'B). Bestim en ortonormal bas for det
ortogonala komplementet im(L)* av bilden im(L). 4 p)

Losningsforslag. Lat £;; vara matrisen som ir noll forutom en etta pa rad ¢ och kolumn j.
Da dr {£;; }1<; j<n €n ortonormal bas for M, ,,. En bas for /\2 M, ,, ges av E;; \ By dir
1<i,5,k, 1l <noch(i,j) < (k1) for ndgon lamplig ordning. Ignorerar vi (i, j) < (k,1)
far vi fortfarande nagot som spanner upp /\2 M, .

Vi noterar att
L(Eij N\ Ey) = 0;,Eqy — 01 Ey;.
Speciellt ar
Vi har ocksé att
L(E;j N Ej;) = E; — Ejj Vi, 7.
Matriserna £;;, ¢ # j och E;; — E;; spanner upp hela bilden ty

E; omj=kochi#1l
—Ey; ,=1lochj#k

L(Ei; N\ Ey) = i ome _ o j.f
Ei;—FE;; omj=~Fkochi=]I
0 annars.

En matris A = (a;;) dr ortogonal mot E;; om a,;; = 0 och ortogonal mot E;; — E;; om
a; = a;;. Det dr sdledes endast al fo6r a € C som &r ortogonal mot hela bilden. Alltsd dr
im(L)* = Span{/}.

En ortonormal bas for im(L)* = Span{/} ges av \/Lﬁ[.

Anm. Eftersom tr(AB) = tr(BA) kan man direkt se att bilden bestar av matriser med
spar 0.

Svar. Det ortogonala komplementet im(L)* dr endimensionellt och har den ortonormala
basen {\/iﬁl }



