TENTAMEN, DEL 2
SF1544
NUMERISKA METODER, GRUNDKURS
Tisdag 4 juni 2024 kl 14.00-17.00

Réttas endast om Del 1 ar godkénd.

Betygsgrans: 10p D, 20p C, 30p B, 40p A. Maximalt antal podng 50.

Svar skall motiveras och utrdkningar redovisas detaljerat. Korrekt svar utan motivering eller
med felaktig motivering medfér podngavdrag.

Inga hjdlpmedel &r tillatna (ej heller minirdknare).

(15p) 1. Funktionen
g(@) = (@ - 1) +1
har fixpunkterna £ = 1 och & = 2.

Betrakta fixpunktsiterationen
Tnt1 =9g(zpn), n=0,1,2,...
med startgissning xg.

a) (4p) For de tva fixpunkterna, visa att de verkligen ar fixpunkter och bestdm om fixpunk-
tsiterationen konvergerar lokalt eller om den divergerar.

b) (8p) For alla startgissningar i intervallet 0 < z < 3, avgdr om fixpunktsiterationen kon-
vergerar, och i sa fall mot vilken fixpunkt, eller om den divergerar.

¢) (3p) Skriv Matlabkod som plottar g(x) och = som funktion av z, s& att fixpunkterna syns
i plotten. For en startgissning o = 3/2, gor 10 iterationer. I varje iteration, markera
(Tn, g(xy)) med ett x i figuren.

L&sning:

a) Satt in siffror for att visa ¢(Z) = & for bada fixpunkterna. Vi har ¢'(z) =
4(x—1)3. Dvs |¢'(1)| = 0 och |¢’(2)| = 4. Villkor fér lokal konvergens |¢'(7)| < 1,
vilket endast dr uppfyllt for z = 1. Dvs, fixpunktsiterationen konvergerar lokalt
for £ = 1 med divergerar for z = 2.

b) Lat 29 =1+ a med 0 < a < 1. Da giller 21 = g(x9) = 1 + a* < g, och vidare
To < x1, och iterationen konvergerar mot fixpunkten z = 1. Om zg = 2, sa ar vi
redan péa fixpunkten Z = 2, och iterationen forandrar ingenting. Om zy =2+ «
med a > 0 sa giller ;7 = 4(1 4+ a)® + 1 > 5+ 8a > x0, och vidare z3 > 21
etc. Dvs iterationen divergerar. Till sist, om g =1 — a med 0 < a < 1 sa blir
x1 = g(x0) = 1+ a*, precis som i forsta fallet, och vi konvergerar mot fixpunkten
Z = 1. Dvs, for 0 < xyp < 2 sa konvergerar iterationerna mot fixpunkten = = 1,
for xop = 2 sad ar vi pa fixpunkten £ = 2, och for 2 < zg < 3 sa diveregerar
iterationerna.
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c) g=0(x) (x-1).74+1;
x=linspace(0,2.5,100);
figure;
plot(x,x,’b’);
hold on;
plot(x,g(x),’r’);
grid on;

x=3/2;
for 1=1:10
XN=Xx;
x=g(x);
plot(xn,x, ’kx’);
end;

2. Ekvationssystemet

r1 — 2:L’2 = —14.00
—9z1 + 20x9 = 144.00

har I6sningen x1 = 4 och o2 = 9. Antag att hogerledets komponenter ar korrekt avrundade,
vad blir da felgrdnsen for x1 och z5?

Alternativ uppgift P2. Formulera och bevisa en sats om konditionstal for 16sning av
linjara ekvationsystem. Notera: Formulera satsen forst och definiera alla kvantiteter och
specificera alla antaganden (6p). Bevisa dérefter satsen (9p).

Los antingen P2 eller alternativa uppgift P2, inte bada. Om losningar till den alternativa
uppgiften ldimnas in dr det de som kommer bedomas.

Losning: Vi skriver forst ekvationssystemet i matrix/vektor form A - 7 = b dir

1 =2 - —14
A= [9 20} och b:= {144].

Att hogerledets komponenter ar korrekt avrundade innebéar att de har tva korrekta
decimaler, dvs absoluta felet for varje komponent begrinsas av 0.5-1072. Om vektorn
Ab representerar osdkerheten i hogerledet har vi att alla dess komponenter ar till
beloppet mindre &n eller lika med 0.5-1072 | dvs for att undersoka felgrinserna ansétter
vi

| Abl|oo = 0.5 - 1072,

Hur ovanstaende osikerhet i b fortplantas da man loser ekvationssystemet A - & = b
ges nu av foljande formel:

. Abllso
|AT] o < R(A) - ’HbH’ -

—~
*
~—
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Hir dr A7 felet i 16sningen och £(A) := [|Alc - [|A™} s #r konditionstalet of matrisen
A. Matrisnormen ovan ges av maximala radsumman, sa

IAlloo = max{[1] + | — 2|, | — 9] +[20]} = 29.

Vidare sa har vi att

120 2 _
2[ o -

vilket ger konditionstalet x(A) = 319
Vi har [|Ab]lso = 0.5- 1072, ||b]|cc = 144, ||Z||sc = 9. Fran (x) far vi

. (AN [— 0.5-1072 320-9 .
A%l < kK(A) - — } oo =319 . 1
AT < K(A) 7l I1Zlloo = 319 — <gg g W0
.40 -
— 83 40 39 L1072 =01,

|AZ||co < 0.1 betyder att felet i bada komponenterna i 16nsingen dr mindre &n 0.1.
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3. Betrakta foljande partiella differentialekvation (PDE)

ur(x,t) = 2ugy(x,t) — 2ug(x,t) + u(z,t) for x € (0,1) och t > 0,
u(0,t) = u(1,t) =0 for t > 0 (randvillkor), (1)
u(x,0) = 1+ x + 0(m2) for € [0,1] (initialvillkor).

Diskretisera z-variabeln med punkterna z; = jAxz dér Az := 1/N foér j = 0,...,N och
approximera u, och ug, 1 (1) med foljande finita differenser av noggrannhetsordning 2:

u(z + Az, t) — u(x — Az, t)
2Ax
u(z + Az, t) — 2u(x,t) + u(x — Az, t)
(Az)? '

uz(xat) ~

(%)

Upg (T, 1) &

Vi kan nu skriva om () som ett initialvirdesproblem for ordindra differentialekvationer
(ODE) péa formen

G pi+1 for t > 0,
dt 1)
w(0) = @

dér @(t) = [wi(t) ... wy_1(t)] med w;(t) = ulxj,t), t > 0.

a) (8p) Bestam den la radeni (N — 1) x (N — 1) matrisen A.
b) (8p) Hur fordndras la raden i A i (1) om randvillkoren i () ges som u,(0,t) = u(1,t) =0

fér ¢ > 07 Du kan hér anvinda nagon av foljande skeva finita differensstenciler for
att approximera derivatan, bada med noggrannhetsordning 2:

—u(x + 2Az,t) + 4u(z + Ax,t) — 3u(x, t)

Uz (2, 1) ~ 2Ax
3u(z,t) — du(x — Az, t) + u(x — 2Ax,t
o) Bt A, + o )

Observera: Vi utdkar inte storleken pa matrisen, de obekanta variablerna i W dr de
samma som i uppgift (a).

c) (4p) Lat t, = nAt, n =0,1,..., och 1at W™ = @(¢t,). Foresla en numerisk metod for att

tidsstega (1) som ger en diskretisering i bade rum och tid som ar numeriskt stabil for
alla val av tidssteg At > 0 oberoende av Ax. Skriv ut den diskretisering som fas da
denna appliceras pa (1) med b = 0.

Losning: PDEn i (f) géaller i alla punkter (z,t) € [0,1] x [0,00), sa den géller i
synnerhet i punkterna (z;,t) € [0,1] x [0, 00), dvs

we(z5,t) = 2ugy(zj,t) — 2uy(zj,t) + u(xj,t), forj=0,...,N ocht>0.
Finita differenserna i () kan nu anvéndas for att approximera wu,, och u,, dar w;(t) ~

dw;(t
u(xj,t) for j =0,...,N. Vidare har vi att w(z;,t) = wjt( )

, sa diskretiseringen av
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(+) blir
%(t) _ o Wii(t) — 22;(;) +wia(t) 2wj+1(t)2;;'fjl(t) T wj(t)
_ 2+ An)wja(t) + (—4+ (Az)?)w;(t) + (2 — Ax)wj (t)
Ax?

for j=1,...,N—1ocht>0.

Forsta raden i matrisen A ges av att ekvationen for j =1,

dwy () = (24 Az)wo(t) + (=4 + (Az)2)wy (t) + (2 — Az)wy(t) (o0)
dt Ax?

a) Randvillkoret u(0,¢) = 0 ger wy(t) := u(0,t) = 0, s& (oo) ger

dwq . (—4 + (Az)>) w1 (t) + (2 — Az)wa(t)

dt ®) Ax?

N — 1 vektorn som representerar la raden i A ar saledes

Aix(z[—zlﬂAx)?) 2—Az 0 ... 0

b) Index j = 0 svarar mot (0,¢) och dér géller randvillkoret u,(0,¢) = 0, vilket vi

approximerar Som
— w2 (t) + 4w1 (t) — 3w0(t)

=0.
2Ax
Fran detta sa far vi 1 )
wo(t) := W1 (t) — ng(t)'

Vi sétter in i (oo)

dwy . (2+ Am)(%wl(t) — %wg(t)) + (=4 + (Az)Hwi (1) + (2 — Ax)ws(t)
W( )= Ax?
(—% + %Am + (Az)>)wi(t) + (% — %Am)wg(t)
N Ax?

N — 1 vektorn som representerar la raden i A blir i detta fall

[—% + %Aa: + (Ax)?)

Ol

1 4

Lo6sning:

c¢) Valj en A-stabil metod (ovillkorligt stabil metod) exempelvis Euler bakat eller
implicita mittpunktsmetoden. Anvinds nagon av dessa for tidsstegningen har
man en metod som Ar numeriskt stabil for alla val av tidssteg At > 0.




KTH Matematik

Med bakat Euler applicerad pa (f) med b=0 fas

—w

At

,u—)'nJrl -=n 1
- —Ad"t,  n=0,1,...

och med implicita mittpunktsmetoden

ZU"+ 1 - n 1

A;w = SA@ 4 @), n=01,...

Anm: Implicita mittpunktsmetoden har noggrannhetsordning 2, vilket &r battre
an Euler bakat som har noggrannhetsordning 1.




