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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Losningsforslag till tentamen
Mandag den 16 december 2024

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. En av foljande ekvationer dr exakt. Los den ekvationen med initialvillkoret y(1) = 2. Ange
16sningens existensintervall.

dy y
1 141 =1+Iny+=
M (+nx)dx +n+x

dy y
2 1-1 =1+1 =
2) ( nx)dx +iny +x

dy y
3 I—Inx)—=1+1 =,
3) (1 —1Inx) . +Inx+ ;
4p)
Losningsforslag. Ett nodvand1gt villkor for att ekvationen M (x,y) +N(x,y) 7. 4 — () ska vara

exakt dr att %Ay’l = ax Om vi skriver om de tva forsta ekvationerna pa denna form ser vi

att de inte uppfyller detta villkor sa de &r inte exakta.
For den tredje ekvationen

y dy
1+1 =—(1-1 0
+ nx+ ( nx)dx
giller att
0 y 1 o0
e <1—an+ )—;—a(—(l—lnx)).

Eftersom ekvationen dr definierad for (x,y) i det enkelt sammanhingande omradet x > 0
sa vet vi att den tredje ekvationen dr exakt.
Vi bestdmmer en potentialfunktion y(x,y) som uppfyller

v y Iy
E—M—l—{—lnx—{—x, ay

Vi integrerar den andra av dessa ekvationer och far
y(x,y) = —y+ylnx+h(x)

ddr h(x) dr en funktion av x som aterstér att bestimma. Detta insatt i forsta ekvationen ger

al//_y /
g—x—i-h(x)

vilket dr uppfyllt om /'(x) = 1+ Inx, vilket vi har om vi véljer i(x) = xInx. Vi har alltsd
hittat en potentialfunktion

=N=—(1—Inx).

1 +Inx+2 =
X

y(x,y) = —y+ylnx+xlnx
1
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Losningarna till differentialekvationen ges pa implicit form av y(x,y) = A dér A dr en
konstant. Initialvillkoret ger att den sokta l6sningen gar igenom punkten (x,y) = (1,2)
och alltsa uppfyller

—y+ylnx+xlnx = y(1,2) = —2.
Vi l6ser ut y = y(x) och far 16sningen
2+xInx
I—Inx
Losningens existensintervall dr det storsta intervall kring x = 1 dér I6sningen existerar. |

detta fall slutar I6sningen existera vid x = 0 och x = e. Existensintervallet &r alltsa 0 < x <
e.

y:

g
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2. Bestdm de kritiska punkterna till f6ljande autonoma system for (x,y) = (x(¢),y(¢)) samt

avgor om de ir stabila.

K=y —x2
y=1-—x

(4 p)

Losningsforslag. Systemet

X =F(x,y) =y —x°
Y=Gxy)=1-x

har en kritisk punkt i (xo,yo) om

F(x0,y0) =¥§—x3=0
G(x0,y0) =1—-x=0

Den andra av dessa ekvationer ger oss xo = 1, den forsta darefter y% =leller yo ==+1. Vi
hittar de tva kritiska punkterna (xq,yo) = (1,1) och (xo,y0) = (1,—1).

Vi anvinder metoden med linjérisering for att avgora deras stabilitet. Linjdrisering vid
de kritiska punkterna ges av matrisen

(aa—i(xo,yo) %—g(xo,)’o)) B (—2x0 2y0)

% (x0,y0) Z(xo,y0))  \ -1 0

Vid punkten (xg,yo) = (1,1) ges linjdriseringen av ( 2). Egenvirdena till denna

-1 0
ges av
—2—-r 2 2 2
O=det( — ~ =r2+r)+2=r"4+2r+2=(r+1)"+1
och de dr alltsa r; = —1+1i, rp, = —1 —i. Detta linjdra systemet dr en stabil spiral, sa den

kritiska punkten (xg,yo) = (1, 1) 4r stabil.

Vid punkten (xg,yo) = (1,—1) ges linjdriseringen av (_1 0

) . Egenvirdena till den-

na ges av

0 = det <_i_

1 r :3) :r(r+2)—2:r2+2r+1_3:<r+1)2_3

ochdedralltsdr; = —1+ V3>0, mn=-—1— V3 <0. Detta linjdra systemet dr en (instabil)
sadelpunkt, sa den kritiska punkten (xo,yo) = (1,—1) &r instabil.
O
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3. Hitta den allménna 16sningen till det homogena systemet
L /11 18
/ — —
X (1) = ; (—6 _10) x(1), t>0,

genom en ansats av typen x(¢) = ¢, didr r #r ett tal och & dr en vektor. Los dérefter det
inhomogena systemet

=1 (" So)xo+ (5.

(4 p)
Losningsforslag. Ansatsen x(7) = t"€ ger en 16sning till det homogena systemet om
N P | P | . _ (11 18
i E=x(t) =t Ax(t) =t A(F'E)=1"AE, dir A= 6 —10)"
Vi behover alltsd att A = ré&, eller att & dr en egenvektor till matrisen A med egenviirde r.

Vi har att

0 =det (“_gr _1%)8_r) =(r—11)(r4+10)46-18=r>—r—110+108 = > —r—2 = (r—2)(r+1)

sa egenvirdena till matrisen A dr r; = 2 och r, = —1. Egenvektorer till egenvirdet r; =2
uppfyller ekvationen

(11—_62 —1%)8—2)5: (—96 jfz)g: (8>’

till vilken vi viljer 16sningen &; = <_21) . Egenvektorer till egenvérdet r, = —1 uppfyller
ekvationen

(Y )5 e )
)

3

till vilken vi viljer 16sningen &, = <_2 .

Vi har hittat tva 16sningar

X, (t) =1 (_21> . xo(t) =11 (_32>

till det homogena systemet, sa den allminna 16sningen ar

2 _ 3
Xc(t) = c1x1(t) + caxa2(t) = 1t <_1) +ept™! (_2> ) c1,c2 €R.

Fran den allménna 16sningen far vi att en fundamentalmatris till den homogena ekva-
tionen &r
202 3!
Y(t) = .
o= 2

W) =t 1A¥(r).

For att 16sa den icke-homogena ekvationen anvinder vi variation av parametrar och gor
ansatsen x(¢) = W(¢)u(¢). Insatt i ekvationen ger denna ansats

—3¢t

¥ (Oa()+P(Ou' (1) =x'(t) =1 'Ax(t) + ( iy ) =A% ()u(r) + (_23;[) .
4

Den uppfyller
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Detta forenklas till

W) (1) = <_2ift)
eller
oo ) 1) ()67 9 ()-(2)

Detta integrerar vi till
. 0 C1l
u(r) = <—(t— l)e’) * <cz) ’

sa den allménna losningen till den inhomogena ekvationen dr

o (35 5o )
=1 '(t—1)¢ (_23> + 112 (_21) + ot ! <_32) , c1,c0 ER.
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. (a) Bestdm den serielosning y = y; (x) vid x = 0 till ekvationen

Y= (x+1)y —y=0

som uppfyller y; (0) = 1 och y} (0) = —1. For detta ska du ange den rekursionsrelation
som ger koefficienterna i serielosningen, samt berdkna minst fem termer i serien.

(b) Lat y = y(x) vara den 16sning till ekvationen ovan som uppfyller y,(0) = 4 och
¥5(0) = 1 (du behover inte bestimma en serielosning for y,(x)). Anvind Abels sats
for att berikna Wronskianen W [y, y2](x).

(4p)
Losningsforslag.
(a) Punkten x = O dr en ordindr punkt for ekvationen. For att hitta en serielosning gor vi
ansatsen
y= Z anx".
n=0
Da dr

y = Z amx™ ! och y' = Z apn(n—1)x""2
n=1 n=2
Insatt i ekvationen ger detta
0=y"—(x+1)y -

= i am(n—1x""2—(x+1) Z anx ! — Z anx"
= Z apn(n—1)x Z apnx" — Z apnx" i apx"
n=0

= Z ania(n+2)(n+1)x" — Z apnx" — Z ant1(n+1)x" — Z anx"
n=1 n=0 n=0

=2ar—a; —ap+ Z (an+2(n+2)(n+ 1) —am—api1(n+1) —a,l)x”

n=1

=2ay —a; —ap+ Z (an+2(n+2)(n+ 1) —api1(n+1)—ay(n+ 1)>x”.
n=1

For att ge en 16sning maste alltsa koefficienterna a, uppfylla
2ap —a; —ag =0
samt
anto(n+2)(n+1)—apy1(n+1)—a,(n+1)=0 for n>1.
Dan > 1 kan vi dela med (n+2)(n+ 1) och fa rekursionsformeln

Ay +ay

n+2
6

ap+2 = for n>1.
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Losningen y; (x) ska uppfylla ap = y;(0) = 1 och a; = y|(0) = —1. For y; (x) far vi
sedan

a=ai+ay=—-1+1=0,
_apta;  0-—-1 1

as

3 3 3
azt+ay  —1/3+0 1
a4: — :__’
4 4 12
as — ...

Serielosningen borjar alltsa med

=Y an =1 x— o=
yi(x) n_oanx x—3x = ot

(b) Enligt Abels sats ges Wronskianen W[y}, y,](x) for tva 16sningar y; (x),y(x) till ek-
vationen y” + p(x)y’' +q(x)y =" = (x+ 1)y =y =0av

Wyr,y](x) = ce™ PO = o [ = (1) dx
dér konstanten ¢ bestdms av y; (x),y2(x). Vi berdknar

XZ
W[ylvyZ](X) = Cef(x+1)dx — 6‘67'”.

For x = 0 har vi
_ yl(o) yZ(O) _ 1 4 e 9—0—0_
W[y17)’2](0)—det<y,1(0) ¥(0) =det| |, ]=5=ce2™=c,

sa
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5. (a) Ekvationen P(x)y” + Q(x)y’' + R(x)y = 0 for y = y(x) kallas exakt om den kan skrivas
pa formen [P(x)y]' + [f(x)y]' = O for nigon funktion f(x). Bestim ett villkor pa
koefficienterna P(x), Q(x),R(x) for att ekvationen ska vara exakt.

(b) Bestdm R(x) sa att ekvationen

(x+1)y" 4+ (2= (x+ 1) tanx)y + R(x)y =0
ar exakt. Bestdim den allminna l16sningen till ekvationen med denna R(x).

4 p)

Losningsforslag.
(a) Nir vi utvecklar den exakta formen av ekvationen far vi

0= [Px)y] +[f(x)]
= P(x)y" +P'(x)y' + f(x)y + f'(x)y
= P(x)y" + (P'(x) + £ ()Y + f'(x)y.
Detta ér samma som ekvationen P(x)y” + Q(x)y’ + R(x)y = 0 om och endast om
P'(x)+f(x)=0(x) och f'(x)=R(x). (*)
Vi eliminerar f(x) ur (x) och far
R(x) = f'(x) = (Q(x) = P'(x)) = Q'(x) = P"(x)

eller

P’(x)—Q'(x) +R(x) = 0. (**)

Ekvationen () dr alltsd ett nodvindigt villkor pa P(x), Q(x),R(x) for att ekvationen
ska vara exakt.
Omvint, om ekvationen () dr uppfylld sa giller ekvationerna (x) med f(x) =
QO(x) — P'(x), sa ekvationen idr da exakt.
Ekvationen () dr alltsd ett nodvéndigt och tillrdckligt villkor for att ekvationen ska
vara exakt.

(b) Enligt ovan vet vi att ekvationen

P(x)y" +Q(x)y +R(x)y = (x+1)y" + (2 — xtanx)y’ + R(x)y = 0
ar exakt om
R(x)=0'(x)—P"(x) =2— (x+1)tanx] — [x+ 1]
= —tanx — (x+ 1)(1+tanx).

Med denna R(x) #r ekvationen alltsd exakt med
f(x)=0(x)—P(x)=(2—(x+1)tanx) — 1 =1 — (x+ 1) tanx.
Vi far
0= (x+ 1)y + (2 —xtanx)y' — (tanx + (x+1)(1 +tan’x)) y
= [+ 1)y']" +[(1 = (x+ 1) tanx)y] .
Vi integrerar och far
(x+1)y+(1—(x+1)tanx)y=C

dér C dr en konstant. Detta dr en linjir forsta ordningens ekvation som vi skriver om

till
= : tan ¢
—— —tanx | y=——-.
Y x+1 Y x+1

8
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En integrerande faktor ges av
ef(ﬁ—tanx)dx _ In(r+1)+In(cosx) _ (x+ 1) cosx.
Nir vi multiplicerar med denna far vi ekvationen
(((x+1)cosx)y) = Ccosx
som integreras till
((x+1)cosx)y =Csinx+D.

Den allminna 16sningen &r alltsa

tanx 1
—c D
Y = o Y P T D cosa

dir C, D ar konstanter.
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6. Denna uppgift giller entydighet for 16sningar y = y(¢) till initialvirdesproblemet
Y =fty),  y0)=0, (1)

ddr f(z,y) &r en kontinuerlig funktion definierad pa nagot omrade R i ty-planet som in-
nehaller punkten (0,0).
(a) Ge ett exempel pa ett initialvirdesproblem som (1) med tva olika funktioner som
16sningar. Ge en noggrann forklaring varfor de funktioner du anger &r 16sningar.
(b) Antag nu att funktionen f(¢,y) i (1) dessutom uppfyller ett Lipschitz-villkor i y, alltsa
att det finns en konstant C > 0 sd att

[f(ty1) = f(£,32)] < Clyr — 2|
for alla (¢,y1), (t,y2) i omradet R. Visa att om ¢ () och y(z) bada 16ser problemet (1)
sadr @(t) = y(r).
4p)

Losningsforslag.

(a) Funktionen f = f(y) = yl/ 3 4r definierad for alla y som det unika tal f som uppfyller
f3 =y. Funktionen f(y) ir kontinuerlig 6verallt. Med f(¢,y) = y'/? har vi differenti-
alekvationen

y/ _ yl /3.
Det dr uppenbart att den konstanta funktionen y = 0 uppfyller denna ekvation med
initialvillkoret y(0) = 0. Det &r heller inte komplicerat att visa att funktionen

0, omt <ty
5 3/2
(§(f—to)) ;omfy <t

for ty > 0 dr deriverbar, samt uppfyller samma differentialekvation med samma initi-
alvillkor.

(b) Genom att integrera och anvinda y(0) = 0 far vi att 16sningar till initialvirdesproblemet
dr samma som l6sningar till féljande integralekvation,

Y1) =30 =3(0) = [ V(5)as = [ flsy(5)ds

Om vi har tva 16sningar ¢ (¢) och y(¢) till (1) far vi alltsa
o(t) — w(t) :/0 (f(s,0(s)) = f(s,w(s))) ds

och om ¢t > 0 ger triangelolikheten for integraler sedan att

o) - vl < [ F(,0(5)) — £(5, w(s))] ds.

Enligt Lipschitz-villkoret ger detta sedan

6()—wio)] < [ lo(s) — wis)| as.

Definiera funktionen U (f) genom

0= [ 106)- v ds
Da ger olikheten ovan att
U'(t) =19(t) —w(n)| <CU(1),

y(t) =

och
(e—CfU(t))' — O (U'(1) —CU()) < 0.
10
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Om vi integrerar detta och anvénder att U (0) = O fér vi att
e U (1) <0.

Eftersom som det uppenbarligen giller att U (¢) > 0 drar vi slutsatsen att U (t) = 0 for
t > 0, vilket vi antog ovan. Med variabelbytet T = —¢, T > 0, foljer att U(¢) = 0 for
t < 0 pa precis samma sitt. Detta sidger oss att ¢ (¢) = y(¢) for alla .

U

11



