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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Losningsforslag till tentamen
Mandag den 20 december 2021

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. (a) Bestdm den 16sning till ekvationen

Y4+2y=0,  y=y),
som uppfyller y(0) = 1.

(b) Ekvationen

(207 =3)+ (2% +4)y' =0, y=y(x),
dr exakt. Bestdm den 16sning som uppfyller y(1) = 1. Losningen fér ges pa implicit
form.
(4 p)
Losningsforslag.
(a) Ekvationen ir linjdr och kan 16sas genom att multiplicera med den integrerande fak-
J2xdx — o Detta ger

/
0= exzy/ + 2xex2y = (exzy)

torn e

vilket integreras till
exzy =C
eller
y= Ce™
ddr C ir en konstant. Initialvillkoret y(0) = 1 ger nu C = 1, sd 16sningen &r

—X

y=e
(b) Ekvationen kan skrivas som
M(x,y) +N(x,y)y' =0
dir M(x,y) = 2xy> — 3 och N(x,y) = 2x?y +4. Vi bestimmer en potentialfunktion
y(x,y) sa att

v _ 2 Iy
B M =2xy" -3, c9y

Nir vi integrerar den forsta av dessa ekvationer far vi
w(x,y) =y =3+ f(y)
ddr f(y) dr en funktion av y. Insatt i andra ekvationen ger detta

d
2%y + f(y) = a—l)l)/ =2x%y+4

1

=N =2x? y+4.
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vilket dr uppfyllt om f'(y) = 4, eller om f(y) = 4y. En potentialfunktion &r alltsd
v(x,y) = x3y* —3x+4y.

Ekvationen vi ska lsa kan alltsa skrivas som

d d

a_i/ + a—l)ljy' =0.
Lat y = y(x) ges implicit av ekvationen

v(x,y) =x*y* —3x+4y=C.

Da ger kedjeregeln att

d d _dy  dy

0= 2 ()= = _ov ., oY
sa denna funktion y(x) dr en 16sning till var differentialekvation. Initalvillkoret y(1) =
1 ger att
1-3+4=C,

sa C =2 och losningen ges implicit av ekvationen

x2y2 —3x+4y=2.

Fortsittning. Det dr mojligt att 16sa ut y ur denna ekvation. Ekvationen ér
x2y2—|—4y =2+43x

och kvadratkomplettering ger

2
2 4
(xy—l——) =243+
x X

2 4 2 4
xy=—=—%4/243x+5=—-+4/243x+ 5
x x x x

2 1 F o1
y() = =+ /24304 5 = — (22422438 +4).
X X X X

eller

eller
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2. Bestdm den 16sning till systemet
X (1) =x(t) —4y(1)
{y’m = 4x(t) + (1)
som uppfyller x(0) =0, y(0) = 1. 4 p)

Losningsforslag. Med x(7) = (;ng) kan vi skriva systemet pa matrisform som
X (t) = Ax(z)

. 1 -4 . . .
ddr matrisen A = 41 ) . For att hitta 16sningen bestdmmer vi egenvirden och egen-

vektorer till A. Den karaktiristiska ekvationen ar

l—r -4
0 = det(A —rI) :det( 41

—r

):(l—r)2+16,

och har 16sningarna r = 1 +4i. En egenvektor & till egenvirdet r = 1+ 4i uppfyller
- (1= (1+4) —4 (4 -4 (i -1
0_(A_ﬂ)€_( 4 1—(1+4i)>§_(4 —4i>§_4(1 —i)g’

vilket till exempel har 16sningen & = (—11) . En komplexvird 16sning till systemet dr alltsa

J1E = 14 (i) = ¢ (cos(4t) +isin(4r)) <((1)> + (—01>)
_ (cos(4t) (é) +sin(41) (?)) +ie! (cos(4z) (_01) +sin(41) (é))
=< (Gntan) + (i)

Real- och imagindrdel av denna 16sning &r tva linjért oberoende reellvirda 16sningar till

ekvationen,
a=¢ (o). a0 =¢ ().

och den allménna 16sningen 4r

B i cos(4t) —sin(4t)
Xc(t)—C]XI(t)—i—CQXz(t)—e (C] (Sin(4t)>+cz< COS(4I) .
Initialvillkoret x(0) = 0, y(0) = 1, &r uppfyllt om

(‘1’) =x(0)=c| ((1)) e ((1’) ,

det vill siga om ¢; =0, ¢c; = 1. Den sokta 16sningen &r alltsa

<0 =¢ () )
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3. Ekvationen
2y (x) +20' (x) =y() =0, x>0
har tvé 16sningar y; (x) = x och y;(x) = x~!. Anviind metoden med variation av parametrar
for hitta den allménna I6sningen till ekvationen

22y (x) +' (x) = y(x) = 2%,
(4p)
Losningsforslag. Den allménna 16sningen till den homogena ekvationen ar
Ye(x) = c1y1(x) + c2y2(x).
For variation av parametrar gor vi ansatsen
y(x) =y (x)y1(x) + uz(x)y2(x) = 01 (x)x + 2 (x)x

Derivatan av detta ar

-1

y = u'lx—i— L/ZJF1 + Uy —upx 2
Vi antar att
wx+ubx =0
sa att
Y = ur—upx?
Detta ger
V' =uj - u'zx_2 + 2upx 3
Insatt i ekvationen far vi
2% = 2%y (x) + 2/ (x) = y(x)
=x? (”1 — u'zx_2 + 2u2x_3) +x (u1 — uzx_z) — (ulx + uzx_l)
= u'lx2 — .
Funktionerna u; (x),u;(x) ska alltsa uppfylla
{u’lx2 —u) =2x%e*
u X+ uhx -1 =0 ’

eller

/.2 / _ 2 —x

U X“—u, =2x%e
/.2 / _ .
wx“+u, =

Vi loser ut ] (x), ub(x) och far
uy=e*, Uy = —x"e
Detta integreras till
up(x) = /e_xdx =—e "4

och (med partiell integration tva ganger)

up(x) = — /xze_xdx = —x*(—e M)+ /2x(—e_x) dx =x*e ™ — /2xe_xdx

=x’e” —l—/2 dx=x*¢ ™ +2xe *+2eF + ¢y
2

= (> +2x+2)e F 4.
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Den allminna 16sningen till ekvationen &r alltsa
y(x) = up (x)x + up (x)x !

1

= (—e ¥ +c1)x+ ((x2 +2x+2)e 4 2) N

1
=2e¢ (1 + —) +epx+ el
X
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X =—-2xy
Y =y—xtay—y
for (x,y) = (x(z),y(¢)) har tre kritiska punkter och konstanta 16sningar
(x(2),¥(1)) = (0,0), (0,1), (0,—1).
Forklara vad det betyder att en kritisk punkt dr (asymptotiskt) stabil respektive instabil.

Anvind metoden med linjdrisering for att avgdra om dessa kritiska punkter dr stabila eller
instabila, i de fall det gar. 4 p)

4. Systemet

Losningsforslag. For definitionerna av (asymptotisk) stabilitet respektive instabilitet for en
kritisk punkt, se Avsnitt 9.2 1 kursboken.
Det autonoma systemet

X' =F(x,y) = —2xy
{y' =G(x,y) =y—x+xy—y
har Jacobimatris
J(xy) = <8F/8x 8F/<9y) _ < —2y —2x )
’ d0G/dx 9G/dy —1+y 14x—3y?
Vid en kritisk punkt (xp,yo) approximeras hogerledet i systemet med det linjéra systemet
x' = Ax,

dar
A= J(XO,)’O)-

A=1J(0,0)= (_01 ?) .

Denna matris har determinant noll. Motsvarande linjdra system har alltsa inte en isolerad
kritisk punkt i origo och kan inte ge en meningsfull approximation av det icke-linjira

systemet.
-2 0
a=s0n=(5 %)

I punkten (0,1) &r
med egenvirden —2, —2. Kritiska punkten i origo for det linjédra systemet dr en asympto-
tiskt stabil nod. Enligt resultat om linjdrisering (Sats 9.3.3) har det icke-linjdra systemet
en stabil kritisk punkt i punkten (0, 1).

Slutligen har vi i punkten (0, —1) att

A=3(0,-1)= (_22 _02)

med egenvirden 2, —2. [ detta fall har det linjira systemet en instabil sadelpunkt i origo.
Enligt satsen om linjédrisering drar vi slutsatsen att det ickelinjira systemet har en instabil
kritisk punkt i punkten (0, —1).

I punkten (0,0) har vi

O
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

5. Visa att ekvationen
2xy" —y +2y=0
for y = y(x) har en reguljér singuldr punkt vid x = 0. Bestdm tva linjért oberoende seri-
elosningar vid x = 0 till ekvationen. For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger
koefficienterna i dessa serielosningar, samt beridkna minst tre termer i vardera serie. For
vilka x konvergerar dessa serier? 4p)

Losningsforslag. Eftersom koefficienten 2x framfor hogsta derivatan y” har 2x =0 vid x =0
ar punkten x = 0 en singuldr punkt. For att undersoka om det dr en reguljér singulir punkt
skriver vi om ekvationen som

1 1
y//_z_y/+_y:0
X X

och multiplicerar med x2,
2y 4 x ( 2) Y+ (x)y=0.

Da koefficienterna i parenteser hir,

X
_= h
5 och x,

bada &r reguljdra vid x = 0 dr det en reguljdr singuldr punkt.
For att hitta serielosningar till ekvationen gor vi ansatsen

y=x" Z apx' = Z ax
n=0 n=0
dér r &r ett reellt tal, och vi antar att den forsta koefficienten ag # 0. Da ar
Y=Y a(r+n)x" och y'=Y an(r+n)(r+n— D/ +n=2,

n=0 n=0

Insatt 1 ekvationen ger detta

0=2xy"—y +2y

( n(r+n)(r+n— 1)xr+”_2) - (Z an(r+n)xr+”_l> +2 (Z anxr+”>
n=0 n=0

(oo}

Z a(r+n)(r+n— 1)xr+"_1—Zan(r+n)xr+”_l+z2anxr+”

Z r+n r+n_ l)errnfl . Z an(r_‘_n)errnfl + Z 2an_1xr+n71
n=0 n=0 n=1
= 2agr(r—1)x""' —agrx’™
+ Z 2a,(r+n)(r+n—1)x""1— Z an(r4n)x 14 Z 2a, 1x 1
n=1 n=1 n=1
ap(2r(r—1) — Z 2a,(r+n)(r+n—1)—a,(r4+n)+2a, )x"!
= ag (2 Y2 Y ((r4n)@2r+2n—3)a, +2a,_)x L.

n=1

7
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Eftersom ag # 0 maste r uppfylla indicialekvationen
3
0:2r2—3r:2r(r—§) .

7‘1:0, rp =

Vi far tva 16sningar

3
X
Koefficienterna a, bestims sedan av

(r+n)(2r+2n-3)a,+2a,_1 =0,

eller
B 2
= _(r—kn)(2r+2n—3)an_1
forn > 1.
For r = 0 far vi att 5
In = _n(2n—3)an_1

for n > 1. Med ag = 1 4r de forsta koefficienterna
4
a0:17 a1:2, 612:—2, a3:§7

och vi har en 16sning y; (x) med

4
yl(x):x0(1+2x—2x2+§x3+...)
2 4 3
=14+2x—2x —|—§x +....

For r =3/2 har vi

2
n = _n(2n—1-3)an_1
for n > 1. Med ag = 1 far vi i detta fall
2 2 4 4
w=1 a=-5 @=35 B335 "5

och en 16sning y,(x) med

2 2 4
=32 (1= Zxd ol =+ ).
y2(x) =x ( 5x+35x 945x+ )

For att undersoka konvergensen for dessa serier anvinder vi kvottestet. Vi kan gora
detta samtidigt for bada fallen r; = 0 och r, = 3/2. For

y(x> — Z anxr+n
n=0

berdaknar vi
. anpx’ ™" . . 2
Q nl—I>IoIo anfle_n_] |x|n1_I>I°10 an_1 |x|nl—r>rolo (r+n)(2r—|—2n—3)

Detta giller for alla x sadana att termerna i serierna dr meningsfulla. Eftersom Q < 1
sa konvergerar alltsa serierna for alla sadana x. For ri = 0 dr termerna x” vildefinierade
alla x, medan for r, = 3/2 dr termerna 3/t meningsfulla bara fér x > 0. Serien for
y1(x) konvergerar alltsa for alla x, medan serien for y,(x) konvergerar for alla x dér den &r
definierad, alltsa for x > 0. ]
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6. Denna uppgift géller 16sningar till den andra ordningens linjara homogena differentia-
lekvationen
Y'(£)+p(1)y' (1) +q(t)y(t) = 0 (1)
ddr p(t),q(t) dr kontinuerliga funktioner definierade pa ett intervall 1. Om y;(¢),y,(¢) éar
16sningar till (1) sa definieras deras Wronskian som funktionen

Wiyr,y2](r) = det Gi o iiﬁii) |

(a) Formulera existens- och entydighetssatsen for 16sningar till (1). Visa med hjilp av
denna att alla 16sningar till (1) ges av

y(t) = c1yi1(t) +caya(t)

for olika val av ¢y, c; om och endast om Wy, y2](#p) # 0 for nagot 1y € 1.

(b) Visaattom y;(7),y(¢) dr 1osningar till (1) sa dr antingen Wy, y2](#) =0 forallar € 1
eller W[y, y2](t) # 0 forallar € I.

(4 p)
Losningsforslag.
(a) Se kursboken Sats 3.2.1 och Sats 3.2.4.
(b) Se kursboken Sats 3.2.7.
O



