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Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de fyra forsta uppgifter-
na som testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del II utgors av de tva sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
inlimningsuppgifterna adderas till erhallna poéng pa del I upp till maximalt 16 poing.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift kréivs att 16sningen ar vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvirdesproblem och bestam 16sningarnas existensintervall.
(@) (1—12)y +4ty=9t(1—12)"1, y(2) =4.
() y' = (1+y*)1,5(0) = L.

(4 p)
2. For vilka vérden pa parametern a € R, a > 0, har initialvirdesproblemet
9" () +a’y(t) = sin(21),  y(0) =0,5'(0) =0,
en obegridnsad 16sning? Bestdm I6sningarna i dessa fall.
(4 p)

3. Hitta den allménna 16sningen till det homogena systemet

X' (t) = <§ __152) x(t), t>0,
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genom en ansats av typen x(z) = t"&, dér r ér ett tal och & &r en vektor. Motivera varfor
du har hittat den allménna 16sningen till systemet. Los dérefter initialvirdesproblemet

(1) = G ‘_152) x(1) + (if)‘;i’) . x(m)= (f) |

4. Utslagsvinkeln 6 for en viss pendel uppfyller differentialekvationen
0"(t) = —10sin0(¢) —20'(t), t>0.
Sitt w(r) = 0’(r) och hitta ett forsta ordningens system

(v) (%)

for (6(¢),w(t)). Vilka punkter i Oy-planet svarar mot l6sningar dér pendeln star still?
Bestdam linjériseringen till systemet i dessa punkter. Vilken typ av 16sningar har de linjiriserade
systemen? Hur beter sig 1sningar till pendelekvationen med initialvillkor (6(0),6’(0)) =
(6(0),y(0)) nira dessa punkter?

4 p)

4 p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

5. Differentialekvationen

(P +4)"—6y=0,  y=y(x),
har tva losningar y;,y, som uppfyller y; (0) = 1,y (0) = 0 respektive y>(0) = 0,y5(0) = L.
Bestdam dessa 16sningar pa serieform vid x = 0,

y= i anpx”.
n=0

For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger koefficienterna a, samt beridkna
termer till minst ordning 3 i vardera serie. Hur stor dr konvergensradien for de tva serierna?

(4 p)

6. Denna uppgift giller entydighet for 16sningar y = y(¢) till initialvirdesproblemet

y/:f(tay)v y(t0)2y07 (D
ddr f(t,y) ar en kontinuerlig funktion definierad pa nagot omrade R i fy-planet som in-
nehéller punkten (zo,yo).

(a) Ge ett exempel pa ett initialvirdesproblem som (1) med tva olika funktioner som
16sningar. Ge en noggrann forklaring varfor de funktioner du anger &r 16sningar.

(b) Antag nu att funktionen f(z,y) i (1) dessutom uppfyller ett Lipschitz-villkor i y, alltsa
att det finns en konstant C > 0 sd att

|f(t.y1) = f(t.2)] < Cly1 — 2]
,¥1), (t,y2) i omradet R. Visa att om ¢ (¢) och y/(¢) bada 16ser problemet (1)

for alla (¢
1) =y(t).

sa dr @ (
(4p)




