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1. En partikel ar i en oéndlig endimensionell ladpotential som ges av

V(x):{o omO<z<a

(0. 9] annars

Vagfunktionen vid tiden ¢t = 0 ar
1
V2

dér ¢, (x) = y/2/asin(nrx/a) ér energiegenfunktioner och ¢ &r en konstant.

U(z,0) = —=(¢1(x) + o (x))

(a) Bestam véntevirdet av energin vid tiden ¢.

(b) Efter en tid ¢y > 0 aterviander vagfunktionen till virdet vid tiden ¢ = 0. Bestam t,.

2m2h?
ma2 ?

(¢c) Om en métning av energin vid tiden ¢ ger resultatet
direkt efter méatningen?

vad blir vagfunktionen

2. En partikelstrale med energi £ > Vj > 0 skickas i x-riktningen och tréaffar potentialen

0 omzx <0
v<x>_{% omx >0

Berékna transmissionssannolikheten 7' = |jivans/Jin| och reflektionssannolikheten R =
|7vefi/ Jin| om stréalen infaller mot potentialen fran

(a) negativa x-axeln.

(b) positiva x-axeln.

VAND!



3. En partikel i en endimensionell harmonisk oscillatorpotential VO(z) = %mwaQ

av potentialen V(z) = %mﬁzﬁ dar 2 ar den storande kraftens vinkelfrekvens.

stors

(a) Berdkna forsta och andra ordningens korrektioner till grundtillstandsenergin.

(b) Los problemet exakt och jamfor med l6sningen i (a).

4. En elektron och en proton ér i spinntillstanden S, = +h/2 {or elektronspinnet S och
S, = —h/2 for protonspinnet S®. Ange méjliga virden som kan fas vid métningar av S?
och S, for det totala spinnnet S = S(© + S®) samt sannolikheten att fa dessa virden.

5. En partikel &r bunden av en endimensionell deltafunktionspotential V' = —ad(x) dér
a > 0. Det bundna tillstandet ges av det kéinda uttrycket fran foreldsningen:

mao _ 2
U(r) = XY "8 mal|z|/k
(0) =¥
Vid en viss tidpunkt paverkas partikeln av en kraft som ger partikeln rorelseméngden
p = hk. Berdkna sannolikheten att partikeln stannar kvar i det bundna tillstandet ¥(x),
samt sannolikheten att partikeln lamnar det bundna tillstandet.
Ledning: bérja med att analysera uttrycket e**W(z).

LYCKA TILL!



Losningar

1. En partikel ar i en odndlig endimensionell ladpotential som ges av

V(x):{o omO<z<a

o0 annars

Vagfunktionen vid tiden ¢ = 0 &r
1
V2

dar ¢, (x) = y/2/asin(nrx/a) ar energiegenfunktioner och ¢ ar en konstant.

U(z,0) = —= (¢ () + €9 ())

(a) Bestdm véantevirdet av energin vid tiden t.

(b) Efter en tid ¢y > 0 atervinder vagfunktionen till virdet vid tiden ¢ = 0. Bestam t,.

2m2h2

(c) Om en métning av energin vid tiden ¢ ger resultatet <o,

direkt efter méatningen?

(a)

vad blir vagfunktionen

1 1 h?n? 5h2m?
_ 2 2 _ 2\
(E) = Eilal|” + Esleo|” = §(E1 + By) = §2ma2(1 +2%)

 4ma?
(b) Tillstandet vid tiden ¢ &r

L
V2
dér E,, = hw,. V(x,tg) = U(z,0) ger

Uz, t) = —=(r(x)e™ " + ey (x)e)

e—iwlto — efiwzto =1

dvs wity och woty behdver vara multipler av 27. Det minsta sadana vardet pa ty ges av

. o = 2 2w Ama®
w = 27T = — = =
o T Wi hr?/(2ma?) hi

(c) Energin &r forsta exciterade nivan med n = 2. Efter métningen kollapsar vagfunktio-
nen darfor till motsvarande egenfunktion:

‘I’sz



2. En partikelstrale med energi £ > Vj > 0 skickas i x-riktningen och traffar potentialen

0 omz <0
V(x)_{VO omx >0

Berékna transmissionssannolikheten 7' = |jivans/Jin| och reflektionssannolikheten R =
|jrefi/jin| om stralen infaller mot potentialen fran

(a) negativa x-axeln.
(b) positiva x-axeln.
(a) Losning till tidsoberoende Schrédingerekvationen:
r<0:U =0, + U= Ae™ + Be k=

2>0:0 =0, Fek?
dar
h2k2 hzk/2

E p— p—
2m 2m

+ Vo

Kontinuitetsvillkor:

V(0)=A+B=F
U'(0) = ik(A — B) = ik'F

Eliminera F':
k(A— B) = k'(A + B)

B k4K
A kE—F
Detta ger
2
Jref _»( ’>2_ 1—-\/1-V,/E
Jin + K 1-Vo/E
Notera att R =0 for V5 = 0. OK.
Eliminera B:
2kA = (k+K)F
F 2k
A k+K
Detta ger
T — jtrans k_, 52_E< 2]{3 )2_ 4]6]43’ . 4\/1—‘/0/E
Cdm | VREIA B \E+E)  (k+E)? T 1+ /1 Vo/E)?

Notera att 7' =1 for Vy = 0.
Kontroll:

AkE

T+R- +< 1

E— K\ 4kk + k2 + k"2 — 2kK'
(k + k')? B

k+ K (k+ k)2
OK.



SVAR:

2
K AT-WE (k—k’>2_<1—\/1—VO/E>

k+k)2 (141 _Vo/E)?  \k+W -V, E

(b) Anvénd symmetrin i problemet och avlds 16sningen direkt genom att ta Vo — —Vj
och E — E + V. Da blir 16sningen samma som i (a) men k och &’ byter formel med

varandra: k ~ vE — Vg, k' ~ VE. T, R ges av samma formler som i (a). Mérkligt nog
far T, R samma viarden om stralen kommer fran hoger eller vianster.

SVAR: Samma som i (a).



3. En partikel i en endimensionell harmonisk oscillatorpotential VO(z) = %mw2

av potentialen V(z) = $mQ22? dir Q dr den storande kraftens vinkelfrekvens.

(a) Berdkna forsta och andra ordningens korrektioner till grundtillstandsenergin.

(b) Los problemet exakt och jamfor med l6sningen i (a).
(a) Forsta ordningens korrektion:

1 1 h 1 h
= (0|V|0) = §m92(0|x2|0> = —mQQ—w<O|(aT + a)?|0) =

2 2m 2 2mw

mha
(0|(a" + a)?|0) = (Ola'a + aa' |0) = (0]2N +1]0) =1
=ata+1

dir [a,a'] = aa' —a'a =1 och N = d'a.
Andra ordningens korrektion:

V|0 |2 1 |{(n|( aT—i-a |0>]
E2 | TL’ -
Z Ey — 2mw Z

n>0

For n > 0 blir
(n|(a’ + a)*|0) = (n|(a")*|0) = V26,2

och Fy — Ey = —2hw. Detta ger

1 ho\? 2 Q!
E} = -mQ? =—
0 (2m 2mw> “ohw | 16wP
(b) Exakt 16sning:
2 1 2 1
= 2p—m + 2mw z? + 2mQ2 2 2p—m + émw’sz

dir (w')? = w? + Q2. Detta ger:
E,=n+1/2)hw' = (n+1/2)hw/1+ (/w)?
Taylorutveckling: /1 +z =1+ 2/2 — 2?/8 + ... ger
By = (n+ 1/2)hw (1 4 %(Q/W)Q _ %(Q/w)‘l 4 )

For n = 0 blir

E_hw+h§22 h§24+
07 9 T 4w 16w3

Detta stimmer med resultaten i (a).

2

4w

stors

mO2— — FL_QQ



4. En elektron och en proton ér i spinntillstanden S, = +h/2 for elektronspinnet S(¢) och
S, = —h/2 for protonspinnet S®. Ange méjliga virden som kan fas vid méitningar av S?
och S, for det totala spinnnet S = S(© + S®) samt sannolikheten att fa dessa virden.

Skriv om spinnen i S,-basen:

L 1l
Tx_ \/§ ) \Ly_

=

Detta ger:
T+t
NI

1
— (=it 4 =i L)

Skriv om till totala spinnbasen:

T$\Ly:

R
_[10) + 100) ~[10) —100)
t= =
Detta ger
2 (- po )
toby= (11 - L2200 L RO OO,y
1 1—14 , 141
_§Onwn7ﬁmyﬁm—n_\@mm)
Kontroll:
.12 .12
len | + lewol® + ler 1 + |eoo|* = i + }l ‘ 1\/_5Z 411 éll ‘_1\;; !

OK.

Méjliga mitvirden pa S? och S, dr egenvirdena s(s + 1)A? och mh. Mitvirden och
motsvarande sannolikheter:

s = 1 kan fas bade med m = 0, £1 och sannolikheterna adderas:
S? = 2h? fas med sannolikhet P(s = 1) = |c11|*+]|cio]®+|e1, 1> = 1/2241/2%+1/2% = 3/4

s =0: S? = 0 fas med sannolikhet P(s = 0) = |cqo|? = 1/4.
m = 1: S, = h fas med sannolikhet P(m = 1) = |¢y|? = 1/4
m = —1: S, = —h fas med sannolikhet P(m = —1) =|c¢; 1|* = 1/4

m = 0 kan fas bade med s = 1 och s = 0 och sannolikheterna adderas:
S, = 0 fas med sannolikhet P(m = 0) = |c10|® + |coo|* = 1/4+1/4=1/2



5. En partikel &r bunden av en endimensionell deltafunktionspotential V' = —ad(z) dér
a > 0. Det bundna tillstandet ges av det kéinda uttrycket fran foreldsningen:

mo  _ 2
V() = e mal|z|/k
(1) = Y72
Vid en viss tidpunkt paverkas partikeln av en kraft som ger partikeln rorelseméngden
p = hk. Berdkna sannolikheten att partikeln stannar kvar i det bundna tillstandet ¥(x),
samt sannolikheten att partikeln lamnar det bundna tillstandet.

Ledning: borja med att analysera uttrycket e®**W(z).

Steg 1: Visa forst att tillstandet ges rérelseméngden p = hk genom att multiplicera med
ek s& att det nya tillstandet blir W, (x) = e**¥(x). D4 blir

ho

A\Iln zkx\li
p y ( ) Z 81'

(3
dér V' = 0¥ /0x. Detta ger
<p> :/ ( 1’“\1}) ( zkzq,) dx _/

o0 — 00

h [o.¢]
hM@PMHUi/ U (2)V (z) dw = hk
1 )_

oo
N J/

~
=0

pga normering. Den andra integralen blir noll eftersom W &r reell och jaimn och ¥’ ar
udda.

Steg 2: Utveckla det nya tillstandet W, i energiegentillstanden till det ursprungliga pro-
blemet. Sannolikheten att hitta det ursprungliga tillstandet ¥, dvs att en energimétning
hittar det bundna tillstandets energiviarde, dr expansionskoefficientens absolutbelopp i

kvadrat:
oo
/ e—ikxe—ah:\ dr
—00

dir a = 2ma/h%. Tmaginérdelen av e** = cos(kz) — i sin(kx) dr udda och integrerar till
noll. Beréikna realdelen mha 2 cos(kz) = e*® + e~

/ e~ kremalel gy — / 2 cos(kx)e W dzx = / (e 4 emhTyemaT gy
—00 0

0

2 2

a

Py = [V, |T)]? ‘/ e~ | (o Pm =7

ikx

o0 , , 1 1 2a
— —(a+tik)x —(a—ik)x dr = _
/0 (e e ) d a+ik:+a—ik a? + k2

Detta ger sannolikheten att hitta partikeln i det bundna tillstandet till
a 4a® 1 B 1
4 (a2 + k)2 (1+(k/a))? (14 (p/(2ma/h))?)3

Py =

déar p = hk.
Kontroll: p =0 ger Py, = 1. OK.
Sannolikheten att lamna det bundna tillstandet blir

P =1-PR



