Institutionen féor Matematik, KTH

Tentamen del 2
Numeriska metoder SF1544 och BE3003
8.00-11.00 5:e juni 2018

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv 16sningar med fullstdndiga meningar och utférliga motiveringar.
Del 2 rittas bara om Del 1 i denna tentamen eller kontrollskrivningen den 1/3 2018 ar godkénd.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng.

Det finns tva alternativa uppgifter 2; bara en av dem far ldmnas in.

1. Givet foljande tabell

t[0[1] 2
vy 0[1[1/2

vill man hitta det styckvis kvadratiska polynomet p(t) pa formen

(t)_ CL0+CL1t+CL2t2, 0§t§1
POZ bg+ bt +bot?, 1<t <2,

som interpolerar punkterna i tabellen, &r kontinuerlig och har kontinuerlig derivata i (¢,y) =
(1,1), samt uppfyller att

a.(10p) Stall upp det ekvationssystem som ger koefficienterna for polynomet p(¢). Du behover
inte 16sa ekvationssystemet for hand.
b.(5p) Skriv ett Matlab program som berdknar koefficienterna och ritar upp polynomet p(t).

la. Lat
(t)_ a0+a1t+a2t2, OStSl
p o bo+blt+b2t2, 1<t<2
sa
’(t)* ar + 2a0t, 0<t<1
PRU=0 by +2b0t, 1<t<2
och

2 2, ., 3 7
: p(t)dt = b(] + 61[5]1 + b2[§]1 = bo + 5()1 + gbg .
1



Vi har villkoren

som ger ekvationssystemet

1b. Ett exempel pa Matlabkod ar

A=[1 00

O O O =
B O, O O -
ON O O -

0
b=[0;
x=A\b;
N=100;

0
0
1
1
0
1

H

y=zeros(N+1,
t=zeros(N+1,

dt=2/N;
for n=1:N+1

[l elelall o

0 0;

0 0;

11;

2 4,

-1 -2;

3/2 7/3;1;
1/2; 0; 5/2];

% antal punkter

1);
1);

T=(n-1)*dt;

t(n)=T;

if (t(n)<1)

y(n)=x(1)+T*x (2) +T*T*x(3) ;

else

y(n)=x(4) +T*x (5) +T*T*x (6) ;

end
end
plot(t,y)
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2. Antag att vi soker en approximation av derivatan av en funktion f : [0,1] — R som har

begriansade derivator av ordning tvé, men vi har bara tillgang till varden f(z) = f(x)+n(z), = €
[0, 1], dér n(x) ar ett osdkert métfel som &r begrénsat enligt max,¢jo1) [n(x)| < € for nagot € > 0,
och 7 &r ej deriverbar.

2a. (10p) Beskriv hur approximationen
" F(+ A0)— (3)
Ax

kan anvandas for att uppskatta f’ (%) och ge en feluppskattning i termer av Az och e.

) ska bli sa litet

2b. (5p) Avgor hur Az ska véljas i (1) for att felet i approximationen av f’ (%

som mojligt. Hur stort blir detta fel?

2a. Eftersom f har begrdnsade derivator av andra ordningen géller

pihy =120 2IG L oy

Sambanden f = f 4+ 1 och || < € ger feluppskattningen

L _fG+AD)—fG)  nG+A0) ()

Fg)= AL Ay + O(Ax)
G +An) - f(5) €
= N +O(AI+E) .

2b. Vi ska minimera Az + & =: g(Az) med avseende pa Ax. Vi har ¢'(Az) = 1 — ¢/(Ax)?
och ¢"(Az) = 2¢/(Ax)? > 0. Eftersom andraderivatan &r positiv har vi ett minimum for 1 —

¢/(Ax)? =0, som ger Az = /€ och felet O(1/€).

Alternativ uppgift 2. (15p) Formulera och bevisa en sats om konditionstal for 16sning av
linjara ekvationsystem.

3a. (10p) Anta att a € (0, 1) och betrakta fixpunktiterationerna
Yn+1 :yn(a_yn)7 n:()71727"'7

dér 0 < yo < a/2. Bestam gransvérdet y, = lim,,_,, ¥, och en uppskattning for hur felet |y,, — .|
beror pa n nir n — oc.
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3b. (10p) Denna uppgift handlar om vad som kan hénda i uppgift 3a ndr a = 1 genom att
studera fixpunktiterationerna

1
10’
_ +1 _
Tpy1 =Ty — 1, , n=0,1,2...,

o —

dér o > 0 &r en positiv parameter. Visa att lim,, ., x,, = 0 och hérled ocksa en uppskattning
hur felet |x,, — lim,, o | beror pa n néir n — oco.

3a. Fixpunkten y, 16ser y. = y.(a — y.) vilket ger y.(1 — a + y.) = 0 och vi far y, = 0 eller
Y = a — 1.
Om a > yg > 0 far vi a > y,, > 0 for alla m ty antag a > y,, > 0 for nagot n. Da géller
Ynt1 = Yn(a —yn) >0,
eftersom y,, > 0 och a — y,, > 0, samt

a — Yn41 :a_yn(a_yn) :a_ayn+y721 2@(1—yn) 2 0.
sa Ypi1 < a. Dvis. 0 < y,y1 < a vilket med induktion visar att 0 < y,,, < a {or alla positiva
heltal m. Den enda fixpunkten som féljden kan konvergera mot ar da y., = 0.
Lat g(y) = y(a—y). Da blir ¢'(y) = a — 2y och maxp<y<, |¢'(y)| = maxo<y<q |a —2y| = a < 1.
Vi far for nagot & € [0, 1]
[Ynt1 = vl = [9(yn) — 9(y.)]
19" () (Yn — y:)

anJrl‘yO - y*’ .

IA A

Svar: lim,, . ¢y, = 0 och 0 < v, < a"yp.

3b. Vi har
Lnt+1l — Tn
2 — =1
Detta ger
N—-1 . .
N _ n+1 n
och
N-1

o dx _ Z Tpil — Tp _ 1o de
a+1 _ pa+l a+1
x e Xy T

XnN-1 n=0



a+1

eftersom 1/x*" ar avtagande for x > 0. Vi far

“dx -1, 1.1 1
/b o+l [Ozxa]b _E(b_a_a_a)

n=0 n
Detta ger med (2)
1 1 1 1
o T o <aN<-——-——
ITn-1 Lo Ty T
vilket medfor att . )
< < .
(N 1) a7 = (N )

Viser att limy_ oo zy = 00ch 0 < 2y < W Vi har darfor en algebraisk konvergensfart som
ar langsammare an den exponentiella i uppgift 3a.



