KTH FYSIK

TENTAMEN TEORETISK FYSIK SI1155
Mandag 2022-05-30 kl 08:00-13:00

Skriv pa varje sida Namn och problemnummer

Motivera noga Otillrackliga motiveringar leder till podngavdrag
Hjalpmedel BETA, minirdknare, formelblad pa skrivningens sida 3-5
Poangsattning 6 poang per problem

Examinator Mats Wallin tel 073 765 2000

1. En strale spinn-1/2 partiklar genomgar en sekvens av Stern-Gerlach experiment. I det
forsta méts spinnet i z-riktningen. Till den andra métningen skickas stralen med spinn
upp i z-riktningen och spinnet méts i riktningen n = e, sinf + e, cosf. Vid den andra
matningen, vilka resultat kan fas och med vilka sannolikheter fas dessa? Vad blir spinnets
vantevarde?

2. 10 identiska partiklar placeras i en gemensam tvadimensionell oandlig ladpotential med
bredd a. Bestdm grundtillstandsenergin om partiklarna ar

(a) bosoner utan spinn.
(b) icke-vixelverkande elektroner.

(c) icke-vixelverkande elektroner som samtliga &r i spinn upp tillstandet.

3. En partikel ar vid tiden t=0 i grundtillstandet i en endimensionell harmonisk oscillator-
potential. Vid tiden ¢t = 0 kopplas en stérande potential pa som ges av V (z,t) = are "
dér a, b ar reella konstanter. Berdkna sannolikheten att hitta partikeln i forsta exciterade
tillstandet vid tiden ¢ med hjélp av forsta ordningens storningsrékning.

4. Hamiltonoperatorn for tva spinn-1 i ett konstant magnetfilt B &r H = aB - (S; + S»)
dér a &r en konstant. Berdkna véntevirdet (H) vid temperaturen 7.

5. Antag att Coulombpotentialerna i en Heliumatom ersétts med harmoniska oscillator-
potentialer sa att Hamiltonoperatorn for de tva elektronerna i positionerna r; och ro
blir

h? 1 ,, K 1 5

A
H = —%Vil + §mw - %Vi + émw Ty — me2|r1 — ]f'2|2

dér A > 0 &r en konstant. Berdkna grundtillstandsenergin (a) exakt och (b) med forsta
ordningens storningsteori. Jamfor resultaten.

Ledning: sitt u = (r; +12)/v2,v = (r; — r2)/v/2.

LYCKA TILL!



LOSNINGAR

1. En stréale spinn-1/2 partiklar genomgar en sekvens av Stern-Gerlach experiment. I det
forsta mats spinnet i z-riktningen. Till den andra méatningen skickas stralen med spinn
upp i z-riktningen och spinnet maéts i riktningen n = e, sinf + e, cosf. Vid den andra
métningen, vilka resultat kan fas och med vilka sannolikheter fas dessa? Vad blir spinnets
vintevarde?

Spinnoperatorn i riktningen n = e, sinf + e, cos§ &r

Egenvérdena dr spinn upp och spinn ner: S,, = A/2 med A = +1. Bestam motsvarande
egenvektorer:

a(cosf — \) + bsinf =0
asinf — b(cos + ) =0

ger

) = 1 ( sin @ )
V2 —2\cosf \ A —cosf

Sannolikhet for spinn upp:

1 1\ 7 sin’ @
P, = 2= — —  |(sinf,1— 0 =
== [+l +2) 2 —2cosb (sin,1 - cos )(0>‘ 2 —2cosb
For spinn ner:
1 1 2 sin? 6
Po=(~- 2= — —|(sinf, —1 — cosf _ sy
[(=nl+2)] 2+ 2cosf (sind, cos )(0)‘ 2+ 2cosb
Kontroll: ) ) )
sin“ 0 sin” 0 4sin” 0
P P_: pr— p—
+ 2—20089+2+2cos€ 4 —4cos?0
Vantevéarde:
h sin’ @ sin’ @ hsin?f-4cosf h
(Sn) Z (Sh) 2 (2—2C089 2+2(ZOS(9) 2 4 —4cos?d g "

SVAR: Spinn upp fas med sannolikhet P, = S0

2—2cos6
sin? 0

242 cos 6

Spinn ner fas med sannolikhet P_ =
Vintevirdet dr (S,) = 2cosd



2. 10 identiska partiklar placeras i en gemensam tvadimensionell odndlig ladpotential med
bredd a. Bestdam grundtillstandsenergin om partiklarna ar

(a) bosoner utan spinn.

(b) icke-vixelverkande elektroner.

(c) icke-vixelverkande elektroner som samtliga dr i spinn upp tillstandet.
h2

Enpartikeltillstanden har energi E,, ,, = (n2 +n2).

@My 8ma?

(a) Grundtillstandet fas nér alla bosonerna ér i enpartikelgrundtillstandet n, = n, = 1

2 2
(12 +1%) =20

2

h
E = 1OE171 = 108

ma 8ma?

(b) Grundtillstandet fas for spinnsingletten da tva elektroner ryms i samma enpartikel-
rumstillstand. Detta ger grundtillstandsenergin

h2

Sma?

E = 2E171 + 2E2,1 + 2E172 + 2E272 + 2E173 =60

(c) Om alla elektroner &r i spinn upp tillstandet ryms bara en elektron i samma enpar-
tikelrumstillstand. Detta ger energin

h2
8ma?

E=FE, 1+E)+E s+ FEyo+ Ei g+ Es1+ FEosz+ Ezo+ Eyi g+ Eyq =100



3. En partikel ar vid tiden ¢ = 0 i grundtillstandet i en endimensionell harmonisk oscilla-
torpotential. Vid tiden ¢t = 0 kopplas en stérande potential pa som ges av V (z,t) = aze "
dér a, b ar reella konstanter. Berdkna sannolikheten att hitta partikeln i forsta exciterade
tillstandet vid tiden ¢ med hjalp av forsta ordningens storningsrikning.

t
/ eiwot’efbt’ dt/
0
dar hwg = Ey — Ey = hw. Beridkna matriselementet:

h h
1|z]0) = {/ ——(1]al = —
(1]z[0) 5 (Lla' +al0) 5

t , (iw=b)t __ 1
/ e(zw—b)t dt' = € :

Tidsberoende storningsrakning:

1 2

Pl:ﬁ

2 CL2
= Izl

t
/ et (1|V]0)dt’
0

Berakna tidsintegralen:

Absolutbelopp i kvadrat:

pliv=b)t _ 12 (et 1) (el — 1) 14 e — 2e7M cos(wt)

w2 + b2 w? + b2

iw—>b

SVAR:
a? 1+ e 2 — 2e b cos(wt)

= hmw W2+ b2




4. Hamiltonoperatorn for tva spinn-1 i ett konstant magnetfalt B &r H = aB - (S; + Ss)
dér a &r en konstant. Berdkna véntevirdet (H) vid temperaturen 7.

Orientera koordinatsystemet sa att magnetféltet &r i z-riktningen. Da blir H = aB(S,, +
S.,). Vantevérdet ges av

Y He M 9z

-z 0B

(H)
Med ) = SaBh blir partitionsfunktionen

7 = Z e*ﬁH — Z e*Q(mzlerzl) =3 + 2€Q + Qe*Q + €2Q + 672@

m1,mo=0,%+1

Detta ger
(H) = 197 10Q0Z  Q 2e° —2e79 4279 — 2%
Z0B  ZOBOQR B34+ 2eQ +2eQ 429 420
— _uBH sinh(Q) + sinh(2Q)
B 3 + cosh(Q) + cosh(2Q)/2
SVAR:
(H) = —aBh 269 — 2@ 4 2¢2¢ — 20729 — _.Bk sinh(Q) + sinh(2Q)
3+ 2eQ +2¢7Q 4 20 4 ¢72¢ 3 + cosh(Q) + cosh(2Q)/2

dar (Q = faBh.



5. Antag att Coulombpotentialerna i en Heliumatom ersétts med harmoniska oscillator-
potentialer sa att Hamiltonoperatorn for de tva elektronerna i positionerna r; och ro
blir 2 2

1 1
— V2 + —mw?r! — — V2 + i — Smw?ry — rof?
2m ™2 U7 gy Ve T gme T = gmeirs |

dér A > 0 &r en konstant. Berdkna grundtillstandsenergin (a) exakt och (b) med forsta
ordningens storningsteori. Jamfor resultaten.

Ledning: sitt u = (r; +13)/v2,v = (r; — 1r3)/v/2.

H=—

(a) Variabelbytet ges av
rf + r% =u? 4+ 0?

och
Ir) — 1p)* = 0?/2

samt

V2 +V., =V.+V.

I u, v blir Hamiltonoperatorn

H=H,+H,
dar . .
Hu = —%Vi + §mw2u2
h? 1
H, = —%Vz + §m(1 — Nw??

Dessa har de kiinda energinivaerna for en tredimensionell HO: E = (n,+n,+n,+3/2)hw.
Detta ger den exakta grundtillstandsenergin

By = (3/2)hw(l + VI —\)

(b) Stérningsrékning:
1
Ey = —ém)\w2<0|vz|0)

dar
(0]v*|0) = (0]v2]0) + (0[]0) + (0[vZ|0)

Det spelar ingen roll om variabeln heter v,, vy, v, eller x, resultatet blir samma:

h h
0|22|0) = ——(0(a' + a)?|0) = ——(0|2N + 1]0) = ——
(012%10) = =-—(0l(a' +a)?[0) = = —(0]2N +1]0) =
Alltsa blir 3k
0[0*0) = —
(O210) = 5
Forsta ordningens korrektion blir
1 3h 3
B} = ——mM?—— = =~ \w
2 2mw 4

Grundtillstandsenergin med foérsta ordningens storningsrakning blir

3



Taylorutveckling av den exakta grundtillstandsenergin ger

Ey = §hx,u(l—i-\/l—)\) %Bhw—§)\hw
B v 4
~1-A

Som vantat stdmmer forsta ordningens storningsrikning med den exakta losningen ut-
vecklat till forsta ordningen.



