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1. En stråle spinn-1/2 partiklar genomgår en sekvens av Stern-Gerlach experiment. I det
första mäts spinnet i z-riktningen. Till den andra mätningen skickas strålen med spinn
upp i z-riktningen och spinnet mäts i riktningen n = ex sin θ + ez cos θ. Vid den andra
mätningen, vilka resultat kan fås och med vilka sannolikheter fås dessa? Vad blir spinnets
väntevärde?

2. 10 identiska partiklar placeras i en gemensam tvådimensionell oändlig lådpotential med
bredd a. Bestäm grundtillståndsenergin om partiklarna är

(a) bosoner utan spinn.

(b) icke-växelverkande elektroner.

(c) icke-växelverkande elektroner som samtliga är i spinn upp tillståndet.

3. En partikel är vid tiden t=0 i grundtillståndet i en endimensionell harmonisk oscillator-
potential. Vid tiden t = 0 kopplas en störande potential på som ges av V (x, t) = axe−bt

där a, b är reella konstanter. Beräkna sannolikheten att hitta partikeln i första exciterade
tillståndet vid tiden t med hjälp av första ordningens störningsräkning.

4. Hamiltonoperatorn för två spinn-1 i ett konstant magnetfält B är H = aB · (S1 + S2)
där a är en konstant. Beräkna väntevärdet 〈H〉 vid temperaturen T .

5. Antag att Coulombpotentialerna i en Heliumatom ersätts med harmoniska oscillator-
potentialer så att Hamiltonoperatorn för de två elektronerna i positionerna r1 och r2
blir
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där λ > 0 är en konstant. Beräkna grundtillståndsenergin (a) exakt och (b) med första
ordningens störningsteori. Jämför resultaten.
Ledning: sätt u = (r1 + r2)/

√
2,v = (r1 − r2)/

√
2.
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LÖSNINGAR

1. En stråle spinn-1/2 partiklar genomgår en sekvens av Stern-Gerlach experiment. I det
första mäts spinnet i z-riktningen. Till den andra mätningen skickas strålen med spinn
upp i z-riktningen och spinnet mäts i riktningen n = ex sin θ + ez cos θ. Vid den andra
mätningen, vilka resultat kan fås och med vilka sannolikheter fås dessa? Vad blir spinnets
väntevärde?

Spinnoperatorn i riktningen n = ex sin θ + ez cos θ är

Sn = n · S = (Sx sin θ + Sz cos θ) =
~
2

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
Egenvärdena är spinn upp och spinn ner: Sn = λ~/2 med λ = ±1. Bestäm motsvarande
egenvektorer: {

a(cos θ − λ) + b sin θ = 0
a sin θ − b(cos θ + λ) = 0

ger

| ± n〉 = 1√
2− 2λ cos θ

(
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)
Sannolikhet för spinn upp:

P+ = |〈+ n|+ z〉|2 = 1
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För spinn ner:
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Kontroll:
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=
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Väntevärde:

〈Sn〉 =
∑

SnP (Sn) =
~
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)
=

~
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SVAR: Spinn upp fås med sannolikhet P+ = sin2 θ
2−2 cos θ

Spinn ner fås med sannolikhet P− = sin2 θ
2+2 cos θ

Väntevärdet är 〈Sn〉 = ~
2
cos θ



2. 10 identiska partiklar placeras i en gemensam tvådimensionell oändlig lådpotential med
bredd a. Bestäm grundtillståndsenergin om partiklarna är

(a) bosoner utan spinn.

(b) icke-växelverkande elektroner.

(c) icke-växelverkande elektroner som samtliga är i spinn upp tillståndet.

Enpartikeltillstånden har energi Enx,ny = h2

8ma2
(n2

x + n2
y).

(a) Grundtillståndet fås när alla bosonerna är i enpartikelgrundtillståndet nx = ny = 1:

E = 10E1,1 = 10
h2

8ma2
(12 + 12) = 20

h2

8ma2

(b) Grundtillståndet fås för spinnsingletten då två elektroner ryms i samma enpartikel-
rumstillstånd. Detta ger grundtillståndsenergin

E = 2E1,1 + 2E2,1 + 2E1,2 + 2E2,2 + 2E1,3 = 60
h2

8ma2

(c) Om alla elektroner är i spinn upp tillståndet ryms bara en elektron i samma enpar-
tikelrumstillstånd. Detta ger energin

E = E1,1 + E2,1 + E1,2 + E2,2 + E1,3 + E3,1 + E2,3 + E3,2 + E1,4 + E4,1 = 100
h2

8ma2



3. En partikel är vid tiden t = 0 i grundtillståndet i en endimensionell harmonisk oscilla-
torpotential. Vid tiden t = 0 kopplas en störande potential på som ges av V (x, t) = axe−bt

där a, b är reella konstanter. Beräkna sannolikheten att hitta partikeln i första exciterade
tillståndet vid tiden t med hjälp av första ordningens störningsräkning.

Tidsberoende störningsräkning:
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där ~ω0 = E1 − E0 = ~ω. Beräkna matriselementet:

〈1|x|0〉 =
√

~
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〈1|a† + a|0〉 =
√

~
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Beräkna tidsintegralen: ∫ t

0

e(iω−b)t
′
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iω0 − b
Absolutbelopp i kvadrat:∣∣∣∣e(iω−b)t − 1
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ω2 + b2
=

1 + e−2bt − 2e−bt cos(ωt)
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SVAR:
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4. Hamiltonoperatorn för två spinn-1 i ett konstant magnetfält B är H = aB · (S1 + S2)
där a är en konstant. Beräkna väntevärdet 〈H〉 vid temperaturen T .

Orientera koordinatsystemet så att magnetfältet är i z-riktningen. Då blir H = aB(Sz1 +
Sz2). Väntevärdet ges av

〈H〉 =
∑
He−βH

Z
= −∂ lnZ

∂β

Med Q = βaB~ blir partitionsfunktionen

Z =
∑

e−βH =
∑

m1,m2=0,±1

e−Q(mz1+mz1) = 3 + 2eQ + 2e−Q + e2Q + e−2Q

Detta ger

〈H〉 = − 1
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β

2eQ − 2e−Q + 2e2Q − 2e−2Q

3 + 2eQ + 2e−Q + e2Q + e−2Q

= −aB~
sinh(Q) + sinh(2Q)

3 + cosh(Q) + cosh(2Q)/2

SVAR:

〈H〉 = −aB~
2eQ − 2e−Q + 2e2Q − 2e−2Q

3 + 2eQ + 2e−Q + e2Q + e−2Q
= −aB~

sinh(Q) + sinh(2Q)

3 + cosh(Q) + cosh(2Q)/2

där Q = βaB~.



5. Antag att Coulombpotentialerna i en Heliumatom ersätts med harmoniska oscillator-
potentialer så att Hamiltonoperatorn för de två elektronerna i positionerna r1 och r2
blir

H = − ~2
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där λ > 0 är en konstant. Beräkna grundtillståndsenergin (a) exakt och (b) med första
ordningens störningsteori. Jämför resultaten.
Ledning: sätt u = (r1 + r2)/

√
2,v = (r1 − r2)/

√
2.

(a) Variabelbytet ges av
r21 + r22 = u2 + v2

och
|r1 − r2|2 = v2/2

samt
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I u,v blir Hamiltonoperatorn
H = Hu +Hv

där
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Dessa har de kända energinivåerna för en tredimensionell HO: E = (nx+ny+nz+3/2)~ω.
Detta ger den exakta grundtillståndsenergin

E0 = (3/2)~ω(1 +
√
1− λ)

(b) Störningsräkning:

E1
0 = −1

2
mλω2〈0|v2|0〉

där
〈0|v2|0〉 = 〈0|v2x|0〉+ 〈0|v2y|0〉+ 〈0|v2z |0〉

Det spelar ingen roll om variabeln heter vx, vy, vz eller x, resultatet blir samma:

〈0|x2|0〉 = ~
2mω

〈0|(a† + a)2|0〉 = ~
2mω

〈0|2N + 1|0〉 = ~
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Alltså blir
〈0|v2|0〉 = 3~
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Första ordningens korrektion blir

E1
0 = −1

2
mλω2 3~
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Grundtillståndsenergin med första ordningens störningsräkning blir

E0 ≈ E0
0 + E1

0 = 3~ω − 3

4
λ~ω



Taylorutveckling av den exakta grundtillståndsenergin ger

E0 =
3

2
~ω(1 +

√
1− λ︸ ︷︷ ︸
≈1−λ/2

) ≈ 3~ω − 3

4
λ~ω

Som väntat stämmer första ordningens störningsräkning med den exakta lösningen ut-
vecklat till första ordningen.


