TENTAMEN, DEL 2
SF1544
NUMERISKA METODER, GRUNDKURS
Tisdag 3 juni 2025 kl 14.00-17.00

Réttas endast om Del 1 ar godkénd.

Betygsgrans: 10p D, 20p C, 30p B, 40p A. Maximalt antal podng 50.

Svar skall motiveras och utrdkningar redovisas detaljerat. Korrekt svar utan motivering eller
med felaktig motivering medfér podngavdrag.

Skriv namn och personnummer pa varje blad. Skriv inte pa baksidan av pappret.

Inga hjalpmedel #r tillatna (ej heller minirdknare).

P1. En kaninpopulation u(t) vixer med tiden t enligt en logistiskt tillvixtmodell

dﬂ:ru(l—%), u(0) = up.

Bérformagan K och tillvixthastigheten r antas vara konstanta. Denna ekvation har da en

exakt 10sning som ges av
Kuyg

ug + (K — ug)e "t

u(t) =

(a) Vid tiden T minskar vegetationstillgangen pa grund av Gverbete, vilket leder till att
den maximala populationen som kan 6verleva minskar enligt

Umax (T) A>0.

“TrT

Hér representerar A den initiala vegetationstillgangen vid ¢ = 0.

Formulera Newtons metod for att bestdmma tiden 7' da kaninpopulationen nar denna
resursbegransning. Inkludera en tydlig definition av alla ingdende storheter och funk-
tioner som anvéands i metoden.

Losningsforslag: Vi soker tiden T da u(T") = Upmqz(T), dvs vi kan formulera
Newton-funktionen som

KUO A
ug + (K — UO)efrT T+1’

f(T) = u(T) — tmas(T) =

diir vi soker T sa att f(T) = 0. Givet en startgissning 79 ges Newtons metod av

n+1 __ n_f(Tn) —
™ =T T 0,1,

Vi behover dven derivatan f/(T') och anvander dels differentialekvationen och dels
deriverar uttrycket for w,,q,(7) med avseende pa T
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uo + (K —ug)e T uo + (K — ug)e= T (T +1)2




(5p)

(5p)

KTH Matematik

(b) Antag att det finns osékerhet i initiala vegetationstillgangen A, betecknad E 4, och
i barférmagan K, betecknad Fx. Beskriv i detalj hur du kan anvidnda metoden i
(a) tillsammans med en experimentell storningsanalys for att bestdmma osikerheten
i tiden T, betecknad F7. Du kan anta att A, K, F4, Fx &r kinda.

Losningsforslag:

— Anvénd Newtons metod ovan med givna viarden pa A och K for att berdkna
ett referensvarde T}..¢. Detta ér den ostorda losningen.

— Anvénd sedan A och K + Ex i metoden for att berdkna en losning T dér
parametern K storts uppat (och A inte storts).

— Anvind A+ F4 och K i metoden for att berdkna en 16sning T4 dér param-
etern A storts uppat (och K inte storts).

— Osékerheten i T beréknas sedan enligt Er = [T — Tref| + [Ta — Treyl-

(c) Antag nu att det finns en ravpopulation v(t) som jagar kaniner. Systemet kan beskri-
vas som
du ( o )
— =ru(l—-—)— puv,
dt k)P

v
— = cuv — dv
dt ’

dér p ar en predatorskoefficient, ¢ en tillvaxtkoeflicient for rédvar beroende pa kaniner
och d en dbédskoefficient for rovdjur. Initialvillkoren ges av u(0) = ug, v(0) = vo.
Systemet ovan gar inte att 16sa analytiskt utan 16sningen behéver approximeras med
hjalp av en numerisk metod. Formulera Euler framéat for systemet. Inkludera en
tydlig definition av alla ingdende storheter som anvénds i metoden.

Losningsforslag: For att kunna stélla upp Euler framat definierar vi en vek-

torvard funktion F(t, u,v) = <§1E? Za Z;
2 b )

> som innehaller hogerledet av systemet,

filt,u,v) =ru (1 — %) — puw,

fa(t,u,v) = cuv — dv.

Vi definierar dven lsningsvektorn till systemet y = (u,v)? och en numerisk
approximation Y; = (U, V;))T) =~ (u(t;),v(t;)), dirt; = ih, i=1,2...0chh ir
steglingden. Initialvillkoren ges av Yo = (U, Vo)T) = (u(0),v(0))T = (ug,vo)”,
och Euler framéat ges av

Yi+1:Yi+h‘F(ti,YZ‘), 1=1,2,...

alternativt utskrivet

Ui+1> <U> (fl (t:, U m) <U> U (1= %) - UV
_ Th. - +h- K L i=1,2,...
<Vz'+1 Vi fo(ti, Ui, Vi) Vi cU; Vi — dVi
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P2. Foljande differentialekvation ar given

u(t) + 20/ (t) + 4u(t) =t u(0)=2 u(l) =« (1)

dir « ar en okédnd parameter som bestdms fran villkoret

1
/0 u(t) dt = « (2)

(10 p) (a) Dela in intervallet 0 < ¢ < 1 i 4 delintervall och approximera differentialekvationen
(1) och integralekvationen (2) med metoder som har minst noggrannhetsordning 2.
Resultatet blir ett linjart ekvationssystem. Skriv i detalj upp ekvationerna som utgor
det linjara ekvationssystemet samt ange systemet pa formen AT = b. Du behdver
inte 16sa systemet med var noga med att definiera alla variabler du anvander.

Losningsforslag:

Om vi delar in t-axeln i 4 delintervall mellan ¢ = 0 och ¢t = 1 far vi att h = 1/4
och t; = ih dér i = 0,1,2,3,4. En approximation av (1) med andra ordningens
centrala differenser ger oss

U1 — 2U; + Ui—1 Uil — Us
2
02 AT

dér w; ~ u(x;). Denna kan vi nu skriva om pé formen

1 1 —2 1 1
<h2_h> U;j—1 + <h2—|-4> u; + <h2+h> Uir1 = b for i=1,2,3

Detta utgor de forsta tre ekvationerna i ekvationssystemet

1 1 —2 1 1
<h2_h>uo+<h2+4>U1+<hQ+h>U2—t1
-2

L g =t for i=1,2,3

1 1 1
(b)) s
1 1 -2 1 1
<h2 —h)UQ+ <h2 +4>U3+<h2+h>U4:t3
Om vi satter in randvillkoren far vi

-2 1 1 1

ﬁ+4 up + E—FE ug =t — ﬁ_ﬁ Ug (3)
1 1 -2 1 1
<h2—h)u1+<h2+4>U2+<h2+h>u3—t2 (4)
1 1 -2 1 1
<h?_h>u2+<h2+4>u3+<h2+h>a:t3 (5)

Systemet har fyra obekanta uj, us, u3 och a men endast tre ekvationer. Den fjarde
ekvationen far vi fran integralvillkoret (1). Om vi approximerar integralen med
trapetsregeln far vi ekvationen

(7 Uu
h<?0+u1+uQ+U3+?4> =«
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som vi kan skriva om som

h(ul+UQ+U3+%)—Oé:—h% (6)

Ekvationerna (3)-(6) utgor det linjara ekvationssystemet som vi behéver 16sa for
att bestdmma w1, u9, us och a.

Vi ska &ven skriva systemet pé formen AZ = b och vi far att

-_%4‘4 %—i‘% 0 0 1 _ul- -tl—(hflg—%)’m)-
# - % —% +4 hflg + % 0 (%) to
0 m—r —mt4 H+i uz t
.k h h o1 ]| o] — 550
——
A 7 i
(4 p) (b) Forklara med ord och formler pa vilket sétt du kan kontrollera att din metod ger

korrekt noggrannhetsordning vid berdkningen av variabeln «. Vilken noggrannhet-
sordning forvantar du dig att metoden har?

Loésningsforslag:
For att kontrollera noggrannhetsordningen vid berédkningen av « kan vi anvénda
steglangdshalvering.

Dvs vi 16ser (1) och (2) enligt deluppgift a) for ett antal virden pa steglangden
h. Om vi borjar med h = hy s& beréknar vi losningen med h = ho/2, h = hy/4,
h = ho/8 och kontrollerar virdet pa kvoterna

[Qhgs2 = Qhol  |Qhgja — Qi 2]
|04h0/4 - ah0/2|7 |aho/8 - Oého/4’

OsVv

Eftersom vi forviantar oss noggrannhetsordning 2 bor kvoterna ga mot 4 for till-
rackligt sma véirden pa h.

P3. Den hér uppgiften handlar till stor del om trapetsregeln, men bérjar med en differensformel.

(7p) (a) Vi vill konstruera en differensformel, D¥ f(z) pa foljande form

D f() = %5(2) + 2 f@ + )+ © f(z+ 20).

sadan att f'(z) — DE f(x) = O(h?), givet en steglingd h > 0 och f en oéndligt deriverbar
funktion. Dvs vi maste bestdmma koefficienterna a, b och ¢ s& att approximationen har
noggrannhetsordning 2.
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Visa att koefficienterna a, b och ¢ maste uppfylla féljande ekvationssystem for att approx-
imationen D}f f(x) ska ha noggrannhetsordning 2:
a+b+c = 0
b+2c = 1
b+4c = 0.

Bestdm sedan a, b och ¢, och ange utrycket for feltermen som #r proportionell mot h2.

Notera att i differensformeln D,%f(a:) ovan sa anvdinds funktionsvirden © x, x + h och
x 4+ 2h. Om man istdllet anvinder funktionsvdrden ¢ x, x — h och x — 2h och definierar
DEf(x) = =% f(x) — 2 f(x — h) — £f(x — 2h), sa gdller da for samma virden pd a,b och c
att f'(x) — DEf(z) = O(h?).

Uppgiften fortsdtter pa ndsta sida.

Losningsforslag: Taylorutveckla termerna i Dﬁ f(x) kring z. Vi far

2 3
Pl h) = f(a) + (o) + o (@) + o ()O0)

G

f(@+2h) = f(w) +2hf' (@) + = ["(2) + =~ F"(2) + O(hY).

Inséttning i D,’%f(x) ger

L a b ’ h2 " h3 " 4
DE@) = @)+ g () + 1)+ G p ) + @)+ 0
2 3
w5 (2@ + )+ 5 + o),
och vidare

DEf(z) = <Z + % + ;) f(z)+ <Zh + 2211) f'(x)

2 c 2 3 c 3
—+<22+h%>f%m+<?;+h%>f%m+om%

= @O @)+ (04 20) ) 41§ +2) (0
+ W(Z+§>f%@+0@%

For att D,% f(x) ska fa noggrannhetsordning 2 (felet ska vara av storleksordning h?)
maéste koefficienterna framfor 1/hf(xz) och hf”(x) vara noll. Koefficienten framfor
f'(x) maste vara lika med 1. Detta ger systemet
a+b+c = 0
b+2c =
b+4c = 0

Vi far att a = 3/2, b = —2, ¢ = 1/2. Detta ger den ledande feltermen %Qf’”(:c).
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(7p) (b) Vi kan anvénda trapetsregeln for att approximera integralen

1
Hﬂ—AJ@M%

dér f ar en odndligt deriverbar funktion. Givet ett heltal N, lat steglangden for trapet-
sregeln vara h = 1/N, med punkter uniformt spridda i intervallet [0,1], sa att =, = ¢h,
¢ =0,...,N. Lat Tp[f] beteckna approximationen med trapetsregeln av I[f]. Genom
Euler Maclaurins felformel sa vet vi d& att foljande géller

h? h*

I[f] = Tal f] + 35 (F'(0) = F(1) = =5 (f7(0) = f"(1)) + O(°)

i) Definiera Ty[f], dvs ange formeln for trapetsregeln.

ii) Ange en funktion for vilken trapetsregeln ar exakt, dvs Ty [f] = I[f].

iii) Vilken noggrannhetsordning erhalls for trapetsregeln for f(x) = e*?

v

)
)
)
)

2
2
Vilken noggrannhetsordning erhalls for trapetsregeln for f(z) = % + — cos (?)7
T

v) Ange en funktion for vilken trapetsregeln inte dr exakt men har noggrannhetsordning
hogre én 4.

Losningsforslag: (i) Trapetsregeln ges av:

Thlf) = £ (o) + R (er) b f(onr) + g F ).

2

(73) Trapetsregel ar exakt for godtycklig linjar funktion, f(z) = cx + d, ¢,d € R.
For funktionen i (iii) sd har vi att f(0) # f’(1) och approximationen &r av andra
ordningen. For funktionen i (iv) sd har vi att f/(0) = f’(1) men f”(0) # (1), och
vi far noggrannhetsordning 4. For att fa noggrannhetsordning hogre an 4 sa krévs
bade att f/(0) = f'(1) och f”(0) = f"”(1). Detta giller tex for en periodisk funktion,
tex sin(2mwz). (For periodiska funktioner har trapetsregeln spektral noggrannhet, dvs
den konvergerar exponentiellt med N.)

(6p) (c) Anvind ovanstéende information for att definiera en modifierad trapetsregel Tj,[f] som
approximerar I[f] med fjirde ordningens noggrannhet for en godtycklig odndligt deriverbar
funktion f. Motivera din konstruktion och visa att den ger fjdrde ordningens noggrannhet.

Losningsférslag: For att reducera felet till fjirde ordningen sa behover vi approx-
imera derivatorna f’(0) och f/(1) med andra ordningens noggrannhet, och lagga till
frsta termen i Euler Maclaurins felformel till den modifierade trapetsregel T},. Efter-
som 0 och 1 &r forsta respektive sista punkten pé intervallet sa maste vi anvénda de
skeva stenciler, DF och DF, som introducerades i (a). Vi definierar

2
Tlf) = Thlf) + 55 (Dk (o) — DEF(ow)
=Thlf] + ﬁ(—3f(550) +4f(z1) + f(22) — f(an—2) +4f(zn-1) — 3f(zN)).

24
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Vi har att (zg =0, z, = 1),

Tulf] = 11f] = Tulf) = Tulf] + Tulf] — 11/]
h2

T 12

h2

T 12

h4

_ %(f”/(fﬁo) _ f’"(x

n))+%

dér vi har anvént resultatet fran (a).

(DE (o) — DEf(a)) + =

(Df f(z0) — f'(z0) — (DFF

2 4

b (7o) — @) + O(RY)

4
flan) = f'(zn)) + %O(f”’(wo) = f"(xn)) + O(h%)

o (1" (@0) + f'(an)

h4
(f" (o) = f"(zn)) + O(h°) = O(h")




