Institutionen féor Matematik, KTH

Tentamen del 2

Numeriska metoder SF1544 och BE3003
8.00-11.00 13/3 2020

Skriv din anonymiseringskod pa varje inlamnat blad.
Inga hjalpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).
Det finns tva varianter av uppgift 2. Endast en av dem far losas.

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstdndiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 rattas endast om del 1 ar godkénd.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poédng, av maximalt 50 poang pa del 2.

1. Vi vill berakna en losning till
f(z) = sin(x) — cos(z) = 0.

For att 16sa problemet har vi foljande tva fixpunktsiterationer givna

i) Tpi1 = T — sin(—x,) — cos(z,)
ii) Tpi1 = Ty — e T (sin(x,) — cos(z,)).
Tips: Det galler att sin(%) = cos(§).

la. (3p) Visa att varje fixpunkt till i) och ii) ocksa ar en rot till f(z) = 0.

For det forsta fallet anvander vi att sin(z) = — sin(—x) vilket ger oss att
r=x—sin(—z) —cos(r) <& x=ux+sin(x)—cos(z) < sin(x)—cos(z)=0.
I det andra fallet har vi att
r=1x—e “(sin(z) —cos(z)) < sin(z)— cos(z) =0,

eftersom e # ( for alla varden pa .

1b. (7p) Givet en startgissning 0 < zy < 7/2, avgdr om iterationerna ovan konvergerar mot /4
for alla virden pa x, endast for vissa virden pa xy (ange i sadant fall vilka) eller inte
for nagra varden pa x.



Om vi skriver en fixpunktsiteration pa formen z,,; = g(z,) och kallar fixpunkten «
(dvs. hir ar o = 7/4) sa géller enligt medelviardessatsen att

Tpt1 — Q= QI(C)(% —a), (A)

dar ¢ ar nagon punkt mellan z,, och a.
For fixpunktsiteration i) har vi att

g(z) = x +sin(z) — cos(z) = g (x) =1+ cos(x) + sin(x).

Eftersom ¢'(7/4) > 1 konvergerar inte denna fixpunktsmetod for nagot xy # 7/4. Om
ro = 7/4 konvergerar metoden trivialt eftersom z; = g(z9) = zo (forutsatt att inga
avrundningsfel &r med i bilden).

For fixpunktsiteration ii) har vi att

g(x) =2 — e *(sin(z) — cos(x))
och
g (x) =1+ e *(sin(x) — cos(x)) — e *(cos(x) + sin(z)) = 1 — 2~ cos(z).

Eftersom 0 < cos(z) < loch0 < e ™ < 1foralla0 < z < w/2farviatt |¢'(c)] < K <1
for alla ¢ mellan 2y och . Ekvation (A) ger ddrmed att

lz1 = all < Kljzo — o
Darmed kommer z; att ligga narmare « an xg, vilket ger att
lz2 = af| < Kjz1 — af.

Det foljer att ||z, — | < K"||zo — «||, och fixpunktsiterationen ii) konvergerar darfor
for alla startviarden i det givna intervallet.

Matrisen
3 2
=2 3)
har egenvardena A\; = 1 och \y = 5, med tillhérande egenvektorer

- () - ()

Kalla resultatet av n steg med potensmetoden med startvektor

x= (1)

for x,. Bestam ett n sadant att ||x, — va| < 1077, dér || - || betecknar den Euklidiska
normen.



Genom att skriva startvektorn xq i egenvektorsbasen har vi att

1 1

Xp = —=V1 + —=Va.
0 \/§1 \/52

Liksom i beviset av konvergens av potensmetoden har vi att
AT
ATV1 + Ajva Vit Ve

X _— == .
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(Faktorn 1/+/2 kan divideras bort eftersom vektorn #nda normaliseras.)
Eftersom egenvektorerna vy och vq ar ortogonala galler

Vi har alltsa tillrdackligt bra approximation om

1
— <1077,
on

dvs. om

7
n>—,
~ lgh

dar lg ar 10-logaritmen.

Alternativ uppgift 2. (15p) Formulera och bevisa en sats om kvadratisk konvergens
for Newtons metod.

Se Sats 1.11 i Sauer.

3. Vi onskar 16sa begynnelsevardesproblemet
u'(t) = —sin(au(t) + B), u(0) =2, (B)

dér o =10 och 5 =1/8.
3a. (3p) Formulera metoden Bakat Euler (Implicit Euler) for ekvation (B).

Bakat Euler for ekvationen v’ = f(t,u) lyder

Un+1 = un+hf<tn+1,un+1) n = 0,1,2



3b. (7p)

3c. (8p)

Om vi skriver (B) som o/(t) = f(t,u) far vi att f(t,u) = —sin(au(t) + 8) och Bakat
Euler blir da for den aktuella ekvationen

Upi1 = Up — h(sin(au, 1+ 08)), n=0,1,2...

I varje tidssteg med Bakat Euler behover en ickelinjar ekvation 16sas. Formulera Newtons
metod for denna ekvation. Specificera en lamplig startpunkt for Newtoniterationerna i
varje tidssteg.

[ varje tidssteg behover vi 16sa en olinjar ekvation for u,,;. Fran (B) far vi att den
olinjara ekvationen ges av

f(uns1) = tps1 + h(sin(au,1 + 8)) —u, =0

Newtons metod for f(u,41) =0 ges av

k41 k flug ) ok up 1 + h(sin(oaus,, +6)) —

Uyt = Upyq — Pk~ 1+ hacos(auk, | + 3)

En lamplig startgissning till Newtons metod i varje tidssteg ar u®,, = w,.

Y k=0,1,2. ..

Skriv ett Matlab-program som berdknar en approximation av u(3), dvs. lésningen till
ekvation (B) vid tiden t = 3. Matlabprogrammet ska anvinda Bakat Euler for tids-
diskretiseringen och Newton i varje tidssteg, och ska skriva ut approximationen av u(3)
pa skarmen. For full poang krivs att programmet gor ett test for att se till att absolut-
beloppet av felet i approximationen av u(3) dr maximalt 1072. Det far antas kéint att
Newtoniterationerna i varje tidssteg konvergerar.

Felet i approximationen av u(3) hérrér fran bade Newtons metod och Bakat Euler.
Eftersom Newtons metod konvergerar kvadratiskt kan dess fel goras totalt obetydligt med
litet berdkningsarbete. Genom att sitta toleransen for Newton till 1071% i Matlabkoden
nedan kan vi bortse fran Newtonfelet.

alpha = 10; beta = 1/8;
T = 3;

h=20.1;

erru = 1; tol = 1e-10;
uold 100;



3d. (7p)

while erru > 1e-3 % Kontrollerar felet i u(3)

n = T/h; /» mha steglangdshalvering
u = 2;

t = 0;

tvec = 0;

uvec = u;

% Eulers metod
for ii = 1:n
ul0=u; korr = 1;
% Newtons metod
while abs(korr) > tol
korr = (uth*sin(alpha*ut+beta)-u0)/(1+h*alpha*cos(alpha*u + beta));
u = u-korr;
end
t = t+h;
end
erru=abs (u-uold) ;
uold = u;
h = h/2;
end

Beskriv en algoritm som med anvandning av Newtons metod bestammer parametrarna
a och f sa att 16sningen w till (B) uppfyller «(1/2) = 1.37 och u(1) = 1.54. Tidsdiskre-
tiseringen till differentialekvationen (B) far goras med valfri metod, och valet av tidssteg
kan t.ex. véljas som h = 1/100. Startvirden till Newtons metod kan tas som a = 2 och
B = 3. Forutom en beskrivning av algoritmen i ord och formler ska du ocksa skriva ett
Matlabprogram som implementerar algoritmen.

Om vi gor N steg med Framat Euler pa intervallet 0 < ¢ < 1 sa vill vi 16sa ekvation-
ssystemet F(a, 8) = 0, dar
~ (uy—154
F= (uAyz—-L37)'

De numeriska losningarna uy och uy/, approximerar alltsa u(1) respektive w(1/2). For
att anvanda Newtons metod behovs Jacobimatrisen, dvs.

8uN 8uN
o da aB
J - 8UN/2 8uN/2 .

[ole1 op




Metoden Framat Euler for differentialekvationen (B) ges av

Unt1 = Uy + f (un; @, B), (C)
dér f(u;«, ) = —sin(au + §). Derivering av relationen (C) med avseende pa « ger
aunJrl aun af 8f aun
= Gy (8L . D
o O * (8a_+éﬁhbaa) (D)

For att berdkna derivatan Ou,i/0a behovs alltsa du, /Oa. Denna kan berdknas om
Oupn—1/0a ér kind osv. Eftersom dug/0da = 0 kan vi erhalla duy/0a och Ouy/e/0c
genom rekursionen i (D). Pa samma sétt berdknas derivatorna med avseende pa f3.

Ett alternativt satt att berakna jacobimatrisen J ar genom att approximera den med
finita differensapproximationer. Nedan foljer en Matlab-kod som loser uppgiften med
hjélp av rekursionen (D).
a=2; b=3;

TOL=1e-7;
N=1e3; YJAntal tidssteg
h=1/N;

par=[a; Db];

parold=par+1;

while norm(par-parold)>TOL
parold=par;

%Best av F
uvec=zeros (1,N+1);
uvec(1)=1;
for n=1:N
uvec (n+1)=uvec(n)-h*sin(a*uvec(n)+b) ;
end
F=[uvec(N/2+1)-1.37; uvec(N+1)-1.54];

%Best av Jacobian

pvec=zeros(1,N+1);

qvec=pvec;

for n=1:N
pvec(n+1)=(1-h*a*xcos(a*uvec(n)+b))*pvec(n)-h*uvec(n) *cos (a*xuvec(n)+b) ;
gvec (n+1)=(1-h*a*cos (a*uvec(n)+b))*qvec(n)-h*cos(a*xuvec(n)+b);

end

J=[pvec(N/2+1) qvec(N/2+1); pvec(N+1) qvec(N+1)];

JNewtonsteget
par=par-J\F;



a=par(1); b=par(2);
end

disp([’Parametrarna ges av a: ’, num2str(a),’, b:’, num2str(b)])



