Losningar till Tentamen i Modern Fysik (SH1014)
14.00-19.00, 2019-01-14, KTH, Stockholm

Examinator: Torbjorn Back
Larare: Torbjorn Béck, Par Olsson

Tillatna hjilpmedel vid tentamen var: minirdknare + Matematics Handbook Beta.
Formelblad delades ut vid tentamen. Studenterna informerades vid tentamen om
massan for Wo-partikeln, 134,9766 MeV/c2.

1. Problem:
Robin har blivit utvald att som forsta manniska resa till en annan stjarna och far
ivag i en mycket snabb raket till systemet a-Centauri AB som ligger 4.37 ljusér bort.
Robin tillbringar dér ett jordar for att undersoka dubbelstjarnan och exoplaneterna
och aker sedan hem i samma fart som dit. Vid hemkomsten har Robin aldrats fem
ar.
a) Vilken fart hade raketen? [3 p]
b) Hur lang tid har gatt pa Jorden nar Robin kommit hem igen? [2 p]

Losning:

Robins resa fram och tillbaks tar totalt 5 ar (tg = 5 y) i inertialsystemet .S’, inklu-
sive ett uppehall pa ett ar, sa tiden som Robin upplever under sin hoga fart kan vi
skriva som At’ = 4 y. Striackan Robin firdas dr d = 8.74 ly. Vi definierar 5 = v/c.

Lorentzfaktorn &r v = 1/4/1 — (v/c)? = 1/4/1 — 2.

a) Tiden i jordens referenssystem ar At = vAt’, och eftersom avstandet Robin fir-

. _ 2 . P R /1 BeAt . .
das ar d = vAt sé kan vi skriva: d = vyAt' = JiF Detta kan vi skriva om som

1?—;2 = (cf'lt,f =a? dira = cgt, = %. Detta blir en enkel andragradsekva-
tion med lsningen § = ——2— = 0.91, och allts4 ar farten v = 0.91c.

V14a2
b) Tiden pa jorden blir 1 &r plus den tid som resorna tog, dvs 1 + At = 1+ d/v =
1+8.74/0.91 = 10.6 ar.

2. Problem:
En viteatom i sitt grundtillstand blir exciterad av en foton med A = 121.6 nm.

a) Bestdm vilket tillstind atomen hamnar i, specifiera alla relevanta kvanttal. [2 p]
b) Bestam, for det exciterade tillstandet, den radie dar det 4r mest sannolikt att hitta
elektronen. 3 p]



Losning:
a) Energin som fotonen kan 6verfora till viteatomen gesav F = % = % =
10.2 eV. Om detta ar lika med eller storre &n energiskillnaden mellan vites grund-
tillstand och nagot eller nagra exciterade tillstand kan elektronen exciteras. Ener-
ginivaerna ges av I, = — % och aralltsd Fy = —13.6 eV for grundtillstandet,
FEy = —3.4 eV for forsta exciterade tillstand och F3 = —1.51 eV for andra exci-
terade tillstdndet. Vi ser att £ — Ey = 10.2 eV och fotonen kan alltsd excitera
elektronen ett steg. Huvudkvanttalet blir alltsa n = 2. For detta n kan bankvantta-
let [ anta vdrdena 0 och 1. Eftersom en foton har exciterat elektronen och dérmed
absorberats sa kommer fotonens spinn att 6verg till viteatomen och [-kvanttalet
maste darfor andras med 1. Denna urvalsregel ger att det exciterade tillstandet blir
n = 2,1 = 1, men 6vriga kvanttal kan inte bestimmas. Elektronen hamnar alltsa i
ett 2p-tillstand, i spektroskopisk notation.

b) Elektronens avstand fran atomkérnan beror endast pa den radiella vagfunktio-
nen, R(r). Den radiella sannolikhetsfunktionen, P(r), kan for det aktuella tillstan-
det skrivas:

P(T’) = 7"2|R271(7')‘2 =r 7767r/a0 _ 7677"/110.

Vi deriverar nu P(r):
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For att f& det mest sannolika avstandet, ro, s sitter vi derivatan f6r P(r), med
avseende pa r, lika med 0:

4
L e~To/ao 4r3—r—0 =0
24a8 0 ag
4
4y — 2—2 =0
ro = 4ag

Det mest sannolika avstandet for en elektron i det aktuella tillstindet 4ag.

. Problem:
En partikel med massan m befinner sig i en endimensionell potential, U (). Parti-
kelns vagfunktion kan skrivas:

P(z) =

Az?e= % forz >0
0 forx <0

a) Normera vagfunktionen, dvs bestdm konstanten A. [2 p]
b) Bestdm U (x) och berdkna partikels energi, E. [3 p]

vy . " — !
Foljande integral kan vara anvindbar: fooo rme trdr = T

Losning:
a) Normering i en dimension:



~ 2 2 OO 4 —2ax 4ab
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b) Anviand den tidsoberoende Schrédingerekvationen och sétt in vagfunktionen:

h? d2ip(x) _
“om ez T U@ = BY@)
2
g |~ 2 ] vl + U@ut) = Boe)

Identifiera £ och U(z) med den konstanta termen, respektive de termer som beror
pa x:
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4. Problem:
Werner Heisenberg behover din hjélp att uppskatta avstandet mellan de tva elektro-
nerna i ett bundet supraledande Cooperpar. Elektronernas kinetiska energi ges av
Fermienergin, vilken typiskt ar 10 eV. Osédkerheten i kinetisk energi kan uppskattas
som bindningsenergin, som bestdms av bredden pé det supraledande bandgapet pa
ca 1073 eV. Uppskatta avstandet mellan elektronerna. [5 p]

Losning:

Vi inser att energierna inte ger upphov till relativisktiska effekter. Identifiera
AE, = E, = 1072 eV och Ej;, = 10 eV. Cooperparets avstind kan uppskattas
som osékerheten i position Ax. Man kan anvinda vilken av Heisenbergs oséker-
hetsrelationer man vill. Hir exemplifierar vi med AzAp > /2.

Fsljande relationer kommer anvindas: Ej, = p*/2m och p = /2mE},. Osikerhe-
ten i kinetisk energi kan relateras till osékerheten i rorelsemangd genom differen-
tiering:

p? > _2pAp _ pAp

AE, = A <
2m 2m m

A _ mAE,  mAE, m B
P T amE, V2B

Detta leder till att gransen for osékerheten i position blir:

B L [Ey
Ar=——=—4/=L=6.2-10""m =0.62
v 2Ap  E, N 2m mn pm

5. Problem:
I s.k. ldttvattenreaktorer, den typ av kdrnreaktorer som vi anvinder for elproduk-
tion i Sverige, sa anvands vanligt vatten bade for kylning av reaktorhirden och for
moderering (nedbromsning) av de snabba neutronerna. Vid normaldrift sa finns i
vattnet ett hogt flode (ca 10** neutroner [s~*cm~2]) av termiska neutroner. Me-
delenergin for en termisk neutron &r 0.025 eV. En vanlig process i vattnet ar att en

vatekédrna i en vattenmolekyl absorberar en neutron och bildar en ny isotop.



a) Skriv beteckningen for denna nya isotop pa formen #X, dir A 4r masstalet och
X ar grunddmnesbeteckningen. [1 p]

b) Den nya isotopen har endast ett stabilt kvanttillstand (som saledes ar dess grund-
tillstand). Energivinsten (Q)-vardet) vid absorption av den termiska neutronen emit-
terasiform av en gammafoton. Anvand relevant data (sdsom massor och/eller ener-
gier) och berdkna, med tva vérdesiffror, energin fér gammafotonen. [4 p]

Losning:
a) Vitets atomkirna ar bara en proton, och isotopen kan skrivas 'H. Vid absorption
av en neutron sa bildas isotopen 2H, dvs deuterium.

b) For att hitta Q-virdet sa kan vi jamfora skillanden i massa fore och efter reak-
tionen:

Q = [(m(p) + m(n)) — m(deutron)] ¢* = 2.225 [MeV].

Man kan ocksa anvinda atomira massor (for *H and 2H), och det ger samma reultat
forutsatt att man inte gér misstag med antalet elektroner. Resultatet ger avrundat
ett -varde pa 2.2 MeV. Detta ér alltsa energin som gammafotonen far. Vi kan note-
ra att den lilla terminska energin som neutronerna har (0.025 eV) ar helt férsumbar
i detta sammanhang,.

. Problem:

a) Ta fram det generella uttrycket for AFE/(J), dvs energiskillnaden mellan tva pa
varandra f6ljande rotationsnivaer for en roterande molekyl. [1 p]

b) Kolmonoxidmolekylen, CO, kan exciteras genom rotation. De tva vanligast fore-
kommande isotoperna for kol och syre ar 12C respektive 1°0. Astronomen Josefin
studerar absorptionsspektrumet f6r kolmonoxid i ljuset fran en avlagsen nebulo-
sa. En tydlig absorptionslinje syns vid frekvensen 0.115 - 10'2 Hz, och Josefin vet
att denna linje motsvarar dvergangen J = 0 — J = 1. Hon observerar ocksa en
mycket svagare linje vid 0.110 - 10'2 Hz, och Josefin undrar om detta kan bero pa
att en annan kolisotop dn '2C finns i nebulosan. Bestim vilken isotop (pa formen
AX) det ir. [4 p]

Losning:
a) Rotantionsenergierna fér en molekyl skrivs pé foljande form: F,o; = g—j J(J+1).

Vi jamfor nivaerna J och J + 1 och far skillnaden:

ABwy = (J+1)((J+1)+1) = BJ(J +1) = 527 +2) = 2 (J +1).

b) Om vi siatter J = 0 i uttrycket ovan for A E,q s& far vi energiskillnaden mellan
J =0ochJ =1 Vifarda: AE.(J = 0) = h—; Denna energi(skillnad) ska
motsvara fotonenergin hrv som emitteras, dér vi enligt uppgiften har 1, = 0.115 -
102 Hz och v5 = 0.110 - 10'2 Hz.

Vidare sa noterar vi att troghetsmomentet, I = ,uRz, beror av molekylens tva
massor: I = MoR% + McR2 = pR?, dir = 1\]/‘[/0[04:\14\/100 ar den reducerade massan

och R = Rp + R¢ ér avstandet mellan de tva atomkérnorna (C och O). I det fall da
vi har '2C och 160 sa far vi en reducerad massa pa formen j; = k 1166:122. I det fallet
da vi har den okénda kolisotopen sa far vi istéllet: uo = k%, dar A ar masstalet
for den okénda isotopen. Vi forsummar hir de relativt sma skillnaderna i massa
som vi far pga kdrnornas varierande bindingsenergi. Vi antar vidare att skillnaden

i kolisotop inte paverkar avstandet R mellan de tva atomkérnorna.

Vi kan nu skriva upp braket mellan de tva energierna:

n? :
0.115 _ th _ AElrotl _ E _ é _ 16+ A
0.110 ~ hvy  ABEwo 22 L 1812
2




Vi loser ut masstalet A ur ovanstaende ekvation och far da:

16
0.115 12

Detta resultat 4r mycket nara heltalet 13.
Svaret ir att den okinda isotopen av kol 4r 13C.

. Problem:
Neutrala pimesoner, 7%, kan skapas pa olika sitt. En méjlig reaktion for produktion
av tva 7-partiklar per kollision ér:

p+p—p+p+a’+a’

I ett acceleratorlaboratorium sa later man en hogenergetisk strale av protoner tréiffa
stillastdende protoner. Berdkna protonstralens ldgsta kinetiska energi (i labsyste-
met), for vilken reaktionen ovan &r méjlig. [5 p]

Losning:

(Under tentamen sa informerades studenterna om virdet pa 7°-partikelns massa,
som dr 134, 9766 MeV /c?.)

Problemet kan 16sas pa flera satt. Har borjar vi med ett tinka oss tva olika inertial-
system.

En observator i det forsta systemet, labsystemet S, ser den inkommande protonen
(i acceleratorstralen) med hastighet w, total energi F, kinetisk energi Ey, och ré-
relsemangd p. Protonen i stralmalet &r i vila och har saledes totalenergin lika med
mpcz, dar m,, ar protonens vilomassa.

Det andra inertialsystemet S¢y, ror sig med den gemensamma tyngdpunkten for
de tva protonerna fore reaktionen. Fran en observator i ¢y, placerad i tyngdpunk-
ten, s& kommer protonerna inflygande fran tva motsatta hall, med samma hastig-
het. Den totala rorelsemangden i detta system ar lika med 0, och rérelsemangden
bevaras forstas i reaktionen. Var och en av de tvd protonerna har hastigheten v/,
rorelsemangden p’, energin E’ och kinetiska energin EJ.

Den summerade kinetiska energin for de tva protonerna ar 2E; i systemet Scp,.
Denna kinetiska energi 4r precis tillricklig for att tva 7w°-partiklar skapas i kolli-
sionen. Efter kollisionen, betraktad fran S, sa befinner sig de fyra partiklarna
(p.p,7°,7%) i vila i den stillastiende tyngdpunkten.

Vi bérjar med att rikna ut E’ i S.p,, genom att likstilla den totala relativistiska
energin (for alla partiklar) fore och efter kollisionen.

2F" = (2m, + 2myo)c?
E' = (my+mgo)c® = 938.280 + 134.9766 = 1073 [MeV].

Har &r m,, och mo vilomassorna for protonen och 7%-partikeln. Vi ser ocksa att
den kinetiska energin, E}, for en av protonerna (i S¢y,) dr E| = E' — mpc2 =
m, = 134.9766 [MeV]. Man kan egentligen inse detta direkt, eftersom det ju ar

protonernas kinetiska energi som precis gar at for att skapa pi-mesonerna.
Vi kan ocksé fran ovanstaende skriva
2
myC
2 _ P _ 2
YurMpc” = ————= = (mp + my)c*,

u’2

och rikna ut protonens hastighet, v, (och gamma-faktor, v,/) i S':

2
" c- \/1— (mp) — 0.48529 ¢
My + My

1.1437.

2
g\
I



Nu aterstér att fran ovanstdende berdkna EY, dvs den inkommande protonens ki-
netiska energi i labsystemet S. Det kan goras genom att anvinda en hastighets-
transformation. Vi betecknar hastigheten som S’ rér sig i férhallande till S som v.
Hastighetstransformationen (mellan S och S’) for den inkommande protonen kan
da skrivas:

u 4+ v
U= ——-.
1+c%u’

Lat oss betrakta protonen i stralmalet. Den ér stillstdende i S. Men i S’ rér den sig
(just denna proton réor sig i negativ x-riktning) med hastigheten u’ mot en obser-
vator i tyngdpunkten. Och vi inser nu att denna hastighet 4r densamma som en
stillastdende observatér i S’ ror sig i forhéllande till en stillastdende observatér i S.
Saledes kan vi fér den inkommande protonen skriva u’ = v, och vi far:

2 !
uw = Y 0.78557¢

w2

14 4

_ 1
Yu = 71&
V- 2

Och slutligen kan vi rdkna ut F:

= 1.6161.

Ex = E —myc® = myc?(y, — 1) = 938.280 - (1.6161 — 1) = 578.08 [MeV].

Med lite algebra s& kan vi om vi om vi vill skriva om det sista ledet som en funktion

av massorna:
2
B — 2 my? [2 () + () }

Vi ser att det kréavs en kinetisk protonenergi pa 578 MeV for att reaktionen ska vara
mojlig.

Alternativ metod:

Hir nedan visar vi en alternativ metod som ar vanligt forekommande i litteruren.

Det generella uttrycket E? = p?c?+m3c? kan skrivas E? —p?c? = m3c?. Eftersom
m%c4 har samma varde, oavsett inertialsystem, sa ar uttrycket £/ 2_ pQCQ, invariant,
dvs detsamma vid byte av inertialsystem.

Vi kan nu stélla upp ekvationen:

EZ, —p*c* = (mpc® + E)? —p?c® = B2, — 0- ¢ = ((2my, + 2m,)c?)? (1)
(myc? + E)? — p?c? = ((2my, + 2my)c?)?. 2)

Hir ar E'o den sammanlagda relativistiska energin i labsystemet, E 4r den inkom-
mande protonens energi i labsystemet, och p den relativistiska rérelsemangden (for
den inkommande protonen) i labsystemet. Vi har ocksa Ef,, den sammanlagda re-
lativistiska energin i tyngdpunktssystemet S’.

ot>

For den inkommande protonen sa har vi:
p262 — E2 _ (mp62)2

Vi sétter in det i ekvationen 2 ovan och far da:

(mpe® + B — (B> — (mye®)?) = ((2mp+2ma)c?)?
(mpc®)? + 2Em,c? + (mpc?)? = ((2my, + 2my)c?)?
Emyc® + (mpc®)? = 2(my, +my)3ct



Vi far nu den totala relativistiska energin for den inkommande protonen i S:

2(myp + mﬂ)2042— (mpc?)? =9 <(mp + mﬂ)2> 2 mPCQ,
mpyC my

E =

till slut sa far vi den kinetiska energin for den inkommande protonen i S genom att
subtrahera viloenergin:

Ex=E—my?®=2 (M) c — 2m,c?

mp

2
By = 2m,c? [1 +2 () 4 (22) - 1]

2
By = 2m,c? {2 (=) + (=) }
P P

By =2 938.280[MeV] [2 (152790) + (13L9760)7]

938.280 938.280
= 2-938.280 - 0.30805 = 578.08 [MeV].

Vi ser att en kinetisk energi pa strax 6ver 578 MeV ricker for att skapa tva pi-
mesoner i reaktionen. Svaret Gverensstimmer som vantat med resultatet fran me-
toden med hastighetstransformationer.

8. Problem:
Americiumisotopen 24! Am sénderfaller med a-sénderfall. Dotterkirnan populeras
da i ett exciterat tillstand.

a) Vilken &r denna dotterkérna? [1 p]
(Ange masstal, A, och grunddmne X, pa formen AX.)

Da dotterkarnan de-exciteras till grundtillstandet sa emitteras en gammafoton med
energin 60 keV. Fotonen traffar en guldfolie och sprids dir mot en elektron medelst
Comptonspridning.

b) Ange for vilken spridningsvinkel, 6, som den spridda fotonen far den lagsta moj-
liga energin och beridkna den fotonenergin. [4 p]

Négra relevanta atomnummer (protontal) for grunddmnen kring americium &r:
U:92, Np:93, Pu:94, Am:95, Cm:96, Bk:97, Cf:98.

Losning:

a) For *'Am sad har vi A = 241, Z = 95, N = 241 — 95 = 146. Vid alfasénderfall
sa lamnar en alfapartikel, dvs tvéa protoner och tva neutroner, den stora kirnan. For
dotterkarnan sa far vida: A = 241 — 4 = 237, Z = 95 — 2 = 93. Dotterkdrnan ar
alltsa 23"Np.

b) Fér Comptonspridningen av fotonen pa 60 keV sa har vi foljande uttryck.
1 1 1—cosf

E E m.?
Hir s& 4r E = 60 [keV] den inkommande fotonens energi, och E’ den utgiende
fotonens energi som vi soker. vi far:
B 1 _ 1

1—cosf 1 1—cosf 1 '
mec? + E 511 [keV] + 60 [keV]

Det minsta virdet pd E’ far for maximalt virde p& 1 — cosf, dvs for minimalt virde
pa cosf, dvs for = 180°, da cos = —1. Vi far da:

1 1
E'(0 = 180°) = ——— = 1 [keV] =48.59 [keV].
511 [kev] T 60 [kev] 511 ' 60




Vi ser att vid § = 180° sa far vi den minimala fotonenergin pa ca 49 [keV]. Denna
vinkel motsvarar bakatspridning, dvs den spridda fotonen gar tillbaka i riktningen
som den inkommande fotonen kom ifran.



